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АЛГОРИТМИ СТВОРЕННЯ IНТЕРАКТИВНОГО ТРЕНАЖЕРА
ДЛЯ НАВЧАННЯ ТА ТРЕНУВАННЯ НАВИЧОК СТРIЛЬБИ

Наводяться результати по створенню тренажер для навчання та тренування одиночному
i груповому веденню бою в складi пiдроздiлу. Тренажер є моделлю реальних об’єктiв та
процесiв, тому повиннi застосовуватися тi ж самi критерiї оцiнювання пострiлу та дiй
стрiлкiв з урахуванням погодних умов стрiльби та поведiнки мiшеней (цiлей) та вимог
до припустимої похибки вимiрювань. Удосконалено вiдомi i розроблено новi алгоритми
обробки сигналiв: виявлення всiх свiтлових засвiчень, утворених лазерними модулями
навчальної зброї та визначення їх координат; збiр iнформацiї вiд апаратної складової
тренажерного комплексу; обробка масиву даних, отриманих вiд кожного макету зброї.
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Вступ

Сучаснi умови ведення бою вимагають вiд особового складу стiйких iн-
дивiдуальних практичних навичок використання озброєння та вiйськової
технiки в рiзних умовах обстановки i високої пiдготовленостi до дiй у
складi тактичних груп. Оснащення збройних сил провiдних країн новiтнi-
ми зразками технiки вимагає змiни поглядiв на бойову пiдготовку, тому
надзвичайно актуальними є тренування особового складу за допомогою
моделюючих тренажерiв, якi дiють у вiртуальному просторi [1].

Аналiз зображень влучань на тлi мiшенi

Алгоритм визначення положення влучень у цiль базується на аналiзi по-
токового зображення з фотографiчного сенсора, iз застосуванням опти-
мiзацiї, яка полягає у розглядi пiкселiв з певним кроком. Це дозволяє
аналiзувати не всi пiкселi пiдряд, а тiльки у обмеженiй зонi пошуку за-
свiчень [2]. Для виявлення корисного сигналу видiляються засвiчення на
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Iнститут прикладної математики i механiки НАН України, Кафедра теоретичної кi-
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З 21 по 24 грудня 2021 року в Слов’янську проходила науково-практична кон-
ференцiя «Актуальнi проблеми теорiї керуючих систем у комп’ютерних науках»
(АПТКС’2021). До участi у конференцiї надiйшло понад 40 праць з рiзних напрямкiв
комп’ютерних наук та теорiї керуючих систем. З цих робiт програмним комiтетом кон-
ференцiї було рекомендовано до друку в цьому збiрнику 24 роботи. Автори цих робiт
(загалом 47 авторiв) представляють провiднi науковi установи та заклади вищої освiти
України: Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка (13 авторiв), Iн-
ститут прикладної математики i механiки НАН України (7 авторiв), Iнститут кiбернети-
ки iменi В.М. Глушкова НАН України (5 авторiв), Донбаську державну машинобудiвну
академiю (5 авторiв), Харкiвський нацiональний унiверситет радiоелектронiки (3 авто-
ри), Нацiональний унiверситет «Києво-Могилянська Академiя» (2 автори), Нацiональ-
ний авiацiйний унiверситет (2 автори), Вiнницький державний унiверситет iменi Ми-
хайла Коцюбинського (2 автори), Хмельницький нацiональний унiверситет (2 автори),
Нацiональну металургiйну академiю України (2 автори), та iн. Серед авторiв доповiдей
1 член-кореспондент НАН України, 11 докторiв наук та 20 кандидатiв наук.

У зв’язку з запровадженням обмежувальних протиепiдемiчних заходiв з метою за-
побiгання поширенню COVID-19, доповiдi конференцiї проводилися в дистанцiйному
режимi на платформi Zoom, у кожен з чотирьох робочих днiв конференцiї в обговореннi
доповiдей приймали участь вiд 20 до 40 учасникiв конференцiї. Учасники конферен-
цiї вiдмiчали достатньо високий рiвень доповiдей, а також цiкаве їх обговорення; вiд
бiльшостi учасникiв було одержано попередню згоду на участь у нашiй конференцiї й
у наступному 2022 роцi. Органiзацiйний комiтет конференцiї бажає мiцного здоров’я та
творчих успiхiв всiм учасникам конференцiї та обiцяє докласти всiх зусиль для того, щоб
наступна конференцiя у 2022 роцi також пройшла на високому науковому та органiза-
цiйному рiвнi, а якщо дозволить епiдемiологiчна ситуацiя, пов’язана з розповсюдженням
COVID-19, то i в традицiйному очному форматi.

З повагою, органiзацiйний комiтет конференцiї
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АЛГОРИТМ ВИЗНАЧЕННЯ ПАРАМЕТРIВ МЕРЕЖI
НЕЛIНIЙНИХ ОСЦИЛЯТОРIВ

Розглянуто задачу спостереження стану та iдентифiкацiї параметрiв коливальної систе-
ми, що складається iз зв’язаних осциляторiв Ван дер Поля. Використовується метод
iнварiантних вiдношень для оцiнки параметрiв. Такий пiдхiд базується на динамiчно-
му розширеннi вихiдної системи та синтезi вiдповiдних iнварiантних спiввiдношень, з
яких невiдомi можуть бути вираженi як функцiя вiдомих величин на траєкторiях розши-
реної системи пiд час спостережуваного руху. На першому кроцi вирiшуються задача
iдентифiкацiї для одного автономного генератора Ван дер Поля, далi отриманi резуль-
тати поширюються на систему пов’язаних осциляторiв. Результати моделювання пiд-
тверджують ефективнiсть запропонованої схеми розробки нелiнiйного спостерiгача та
iдентифiкатора для мережi осциляторiв.

Ключовi слова: iдентифiкацiя, нелiнiйнi коливання, пов’язанi осцилятори ван дер
Поля, iнварiантнi спiввiдношення, асимптотичнi оцiнки.

Вступ

У багатьох прикладних додатках для опису складних нелiнiйних коли-
вальних процесiв використовується модель, яка складається з одного або
декiлькох пов’язаних мiж собою осциляторiв Ван дер Поля або деяких
їх модифiкацiй [1]. В данiй роботi побудовано нелiнiйний iдентифiка-
тор, який формує асимптотичнi оцiнки невiдомих для одного автономного
осцилятора, а далi отриманий результат поширено на систему пов’язаних
осциляторiв. Використано метод iнварiантних спiввiдношень [2], який
призначено для пошуку частинних розв’язкiв (залежностей мiж змiнни-
ми) в задачах динамiки твердого тiла з нерухомою точкою.

©Баранюкова I.С., Жоголева Н.В., 2021
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Визначення характеристик осцилятора ван дер Поля.
Синтез додаткових спiввiдношень

Розглянемо рiвняння Ван дер Поля у виглядi:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = µ(1− x21)x2 − ω2x1.
(1)

Метою є iдентифiкацiя параметрiв µ i ω за вiдомою iнформацiєю про
рух. Такою iнформацiєю є вихiд – функцiя часу y(t) = (x1(t), x2(t)), а та-
кож тi величини, якi можуть бути отриманi з використанням значень ви-
ходу. Далi вiдомим будемо вважати будь-яке рiшення задачi Кошi ζ(t, ζ0)

ζ̇ = U(ζ, x1(t), x2(t)), ζ(0) = ζ0 ∈ Rp, (2)

для будь-якої системи диференцiальних рiвнянь розмiрностi p ⩾ 1 ,
правi частини U(ζ, x1(t), x2(t)) якої задовольняють достатнiм умовам те-
ореми iснування i єдиностi рiшень для t ∈ [0,∞)

Задача 1. Знайти асимптотично точнi оцiнки параметрiв µ i ω си-
стеми (1) за вiдомими значеннями виходу y(t) = (x1(t), x2(t)).

Для розв’язку використовуємо метод синтезу iнварiантних спiввiдно-
шень спецiального виду [1]. Iдея методу полягає в динамiчному розши-
реннi вихiдної системи диференцiальних рiвнянь (1) додатковими рiвня-
ннями (2), де p дорiвнює 2 – числу невiдомих (константи µ i ω ). При
цьому правi частини допомiжної системи U(ζ, x1, x2) пiдбираються та-
ким чином, щоб отримана розширена система диференцiальних рiвнянь
(1), (2) допускала на своїх рiшеннях iнварiантнi спiввiдношення

Gi(x1(t), x2(t), ζ(t), µ, ω) = 0, i = 1, 2. (3)

Спiввiдношення виду (3) будемо шукати у виглядi

G1 = µ− ζ1(t)− Φ(x1(t), x2(t)) = 0,

G2 = ω2 − ζ2(t)−Ψ(x1(t), x2(t)) = 0,
(4)

де ζi(t), i = 1, 2 —розвєязки допомiжного диференцiального рiвняння (2),
а функцiї Φ(x1, x2),Ψ(x1, x2), U(ζ, x1, x2) безперервно диференцiюються
по своїм аргументам. Якщо цi функцiї будуть обранi так, що спiввiдно-
шення (4) виявляться iнварiантними на даному рiшеннi системи (1), (2),
то тодi невiдомi параметри µ i ω можуть бути знайденi безпосередньо з
цих рiвностей.
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Твердження 1. Для будь-яких диференцiйованих за своїми аргумента-
ми функцiй Φ(x1, x2),Ψ(x1, x2) можна пiдiбрати праву частину в систе-
мi диференцiальних рiвнянь (2) так, що рiвностi (4) будуть виконуватись
тотожно на деяких рiшеннях розширеної системи диференцiальних рiв-
нянь (1), (2).

Твердження 2. Вибiр вiльних функцiй Φ(x1, x2),Ψ(x1, x2), у виглядi

Φ(x1, x2) = (1− x21)
x22
2
, Ψ(x1, x2) = −x1x2 (5)

гарантує асимптотичну стiйкiсть тривiального рiшення системи

ε̇1 = x2(1− x21)[−x2(1− x21)ε1 + x1ε2],

ε̇2 = −x1[−x2(1− x21)ε1 + x1ε2].
(6)

Таким чином, спiввiдношення (4) i допомiжна система диференцiальних
рiвнянь формує для системи (1) асимптотичний iдентифiкатор.

Твердження 3. Для будь-якого нетривiального рiшення x1(t), x2(t) си-
стеми (1) i будь-якого початкового значення ζ1(0), ζ2(0) в задачi Кошi
для допомiжної системи диференцiальних рiвнянь

ζ̇1 = x1x
3
2 + x1x

2
2{−x1(ζ2 − x1x2) + [ζ1 + (1− x21)

x22
2
](1− x21)x2},

ζ̇2 = x22 + x1{−x1(ζ2 − x1x2) + [ζ1 + (1− x21)
x22
2
](1− x21)x2}.

(7)

формули

µ̂ = ζ1(t) + (1− x21(t))
x22(t)

2
, ω̂2 = ζ2(t)− x1(t)x2(t) (8)

визначають асимптотичнi оцiнки параметрiв µ i ω2 вiдповiдно.

Система пов’язаних осциляторiв

Розглянемо систему, що складається з n пов’язаних мiж собою неiденти-
чних осциляторiв ван дер Поля

ẋi1 = xi2,

ẋi2 = µi(1− x2i1)xi2 − ω2
i xi1 + Fi(t, xi1, . . . , xn2),i = 1, n.

(9)

Тут змiннi xi1 означають змiщення вiд власного положення рiвнова-
ги i-го осцилятора, xi2 – швидкiсть вiдповiдного змiщення, функцiї
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Fi(t, x11, . . . , xn2) формалiзують зовнiшнiй вплив i вплив зв’язкiв в ме-
режi на динамiку i-го осцилятора, i = 1, n. У задачах наближеного мо-
делювання коливань складних об’єктiв за допомогою моделей виду (9) цi
функцiї пiдбираються з рiзних мiркувань i можуть не мати фiзичного або
механiчного сенсу, описуючи, наприклад, одностороннi зв’язки.

Задача 2. Знайти асимптотично точнi оцiнки параметрiв
µi, ω

2
i , i = 1, n системи (9) за вiдомими значеннями фазового вектору

x(t) = (x11(t), x12(t), . . . , xn2(t)) .
Твердження 4. Для будь-якого нетривiального рiшення x(t) системи

(9) i будь-якого початкового значення ζ(0) в задачi Кошi для допомiжної
системи диференцiальних рiвнянь

ζ̇i1 = xi1x
3
i2 + xi1x

2
i2{−xi1(ζi2 − xi1xi2) + [ζi1 + (1− x2i1)

x2i2
2
](1− x2i1)xi2 + Fi},

ζ̇i2 = x2i2 + xi1{−xi1(ζi2 − xi1x2) + [ζi1 + (1− x2i1)
x2i2
2
](1− x2i1)xi2 + Fi}.

(10)

формули

µ̂i = ζi1(t) + (1− x2i1(t))
x2i2(t)

2
, ω̂2

i = ζi2(t)− xi1(t)xi2(t) (11)

визначають асимптотичнi оцiнки параметрiв µi, ω
2
i , i = 1, n.

Числове моделювання

Числове моделювання здiйснювалося для ланцюжка з трьох послiдовно
з’єднаних неiдентичних осциляторiв ван дер Поля

ẋ11 = x12,

ẋ12 = µ1(1− x211)x12 − ω2
1x11 + F1,

ẋ21 = x22,

ẋ21 = µ2(1− x221)x22 − ω2
2x21 + F2,

ẋ31 = x32,

ẋ31 = µ3(1− x231)x32 − ω2
3x31 + F3,

(12)

зв’язаних за допомогою пружних i дисипативних зв’язкiв:

F1 = ν(x11 − x21) + k(x12 − x22),

F2 = ν(x21 − x11) + ν(x21 − x31) + k(x22 − x12) + k(x22 − x32),

F3 = ν(x31− x21) + k(x32− x22),

(13)
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де ν – коефiцiєнт жорсткостi, k – коефiцiєнт дисипативного зв’язку.
Вихiд системи – вектор y(t) = (x1(t), x2(t), x3(t), x4(t), x5(t), x6(t))
отриманий в результатi числового розв’язку системи диференцiаль-
них рiвнянь (11) у якiй параметри µ1, µ2, µ3 = 0.0, 2.0, 5.0, частоти
ω2
1, ω

2
2, ω

2
3 = 4.0, 9.0, 1.0, а параметри: ν = 1.2, k = 0.3. В даному ви-

падку: ζi1(0) = −2.0; ζi2(0) = −2.0, i = 1, 2, 3.
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Рис. 1: Графiки функцiй, що прямують до значень параметрiв µ (а) та ω (б)

На рис 1.a пiд номерами i = 1, 2, 3 зображено графiки функцiй
ζi1(t) + (1 − x2i1(t))

x2i2(t)
2 , якi, вiдповiдно до твердження 4, асимптотично

прямують до шуканих значень параметрiв µ1 = 0.0, µ2 = 2.0, µ3 = 5.0.
На рис. 1.б, вiдповiдно, зображено графiки функцiй ζi2(t) − xi1(t)xi2(t),
якi сходяться до шуканих значень ω2

1 = 4.0, ω2
2 = 9.0, ω2

3 = 1.0. Резуль-
тати моделювання пiдтверджують працездатнiсть запропонованої схеми
розв’язання задачi iдентифiкацiї.
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У роботi розглянуто структуру курсiв пiдвищення квалiфiкацiї для вчителiв загально-
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Вступ

Донецький обласний iнституту пiслядипломної педагогiчної освiти впро-
довж багатьох рокiв успiшно проводить курси пiдвищення квалiфiкацiї
для вчителiв за рiзними напрямками. Нажаль, для багатьох педагогiв
у бiльшостi випадкiв курси пiдвищення квалiфiкацiї сприймаються як
не дуже корисний, але обов’язковий захiд, необхiдний для пiдтвердже-
ння педагогiчної категорiї чи її пiдвищення, або iншої матерiальної чи
кар’єрної мотивацiї. Починаючи з весни 2020 року, в зв’язку з протиепiде-
мiологiчними заходами проти Covid-19, значна частина навчальних захо-
дiв повнiстю або частково перейшла на дистанцiйне навчання. Бiльшiсть
вчителiв якi викладають дисциплiни, що не пов’язанi з iнформацiйно-
комп’ютерними технологiями (особливо вчителi похилого вiку), вияви-
лись не готовими для проведення занять у дистанцiйному форматi. У
зв’язку з цим, у Донецькому обласному iнститутi було розроблено курси
«Органiзацiя дистанцiйного навчання в закладi освiти засобами iнстру-
ментiв Google», якi викликали пiдвищений iнтерес серед вчителiв Доне-
цької областi. Далi ми коротко розповiмо про цi курси.

©Буренко О.I., Камiнська Л.П., 2021
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Передумови розроблення курсiв

Розвиток i широке застосування iнформацiйно-комунiкацiйних техноло-
гiй (IКТ) є глобальною тенденцiєю науково-технiчного прогресу останнiх
десятилiть, що призвела до значних змiн у багатьох сферах людської дi-
яльностi, особливо в системi освiти. Комп’ютернi технологiї не лише змi-
нюють сформований навчально-виховний процес, але i роблять iстотний
вплив на професiйну дiяльнiсть педагогiв. Запровадження IКТ в освiтi
є обов’язковою передумовою формування iнформацiйного суспiльства в
широкому розумiннi.

Вироблення ключових компетентностей у процесi застосування IКТ
передбачає формування в учителя здатностi орiєнтуватися в iнформацiй-
ному просторi, навчити його отримувати необхiдну iнформацiю й оперу-
вати нею вiдповiдно до власних потреб i вимог сучасного високотехноло-
гiчного iнформацiйного суспiльства.

У часи пандемiї нового значення набуло дистанцiйне навчання, яке по-
кликане сформувати в учасникiв освiтнього процесу навички вiртуальної
колаборацiї, тобто умiння працювати продуктивно та активно взаємодiяти
у вiртуальнiй командi в спецiалiзованому середовищi на основi IКТ. Ди-
станцiйне навчання надає доступ до освiтнiх ресурсiв через використання
сучасних засобiв електронних комунiкацiй, дає змогу навчати без вiдриву
вiд основного виду дiяльностi, надавати освiтнi послуги особам iз фiзи-
чними вадами, мешканцям вiддалених районiв, обдарованим учням тощо.
Цi переваги успiшно використовуються в Донецькiй областi, адже в цьо-
му регiонi iснує велика потреба в органiзацiї якiсного процесу навчання
з вiддаленим доступом для учнiв з тимчасово окупованих територiй та
забезпеченнi реалiзацiї їх права як громадян України на здобуття освiти.

Вимушене дистанцiйне навчання пiд час пандемiї Covid-19 стало ви-
кликом для всiх учасникiв освiтнього процесу: учителiв, учнiв та батькiв.
Органiзувати якiсне навчання з використанням цифрових технологiй, на-
дихати й мотивувати учнiв, давати раду технiчним проблемам виявилось
зовсiм не просто. Наша держава впроваджувала дистанцiйне навчання та
розробляла рекомендацiї для роботи в вiддаленому режимi [1] паралельно
з iншими європейськими країнами.

Зважаючи на це, у Донецькому обласному iнститутi пiслядипломної
педагогiчної освiти вiддiлом дистанцiйного навчання було створено курси
«Органiзацiя дистанцiйного навчання в закладi освiти засобами iнстру-
ментiв Google». Цi курси були впровадженi педагогами, якi вже мають
сертифiкати тренерiв Google.

Iнструменти та сервiси Google є дуже поширеними серед учнiв, ба-
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тькiв та вчителiв [2], вони пiдтримуються бiльшiстю сучасних пристроїв,
є зручними у використаннi, один акаунт надає можливiсть працювати з
електронною поштою, хмарним середовищем, спiльно працювати з до-
кументами онлайн, створювати презентацiї та гугл-форми, розмiщувати
власне вiдео на Youtube, створювати сайти та блоги тощо. Цими курсами
зацiкавилися близько 2500 педагогiв областi, за 2021 рiк в Донецькому
обласному iнститутi було органiзовано понад 80 курсiв пiдвищення ква-
лiфiкацiї за цiєю тематикою. Викладачi iнституту вiдзначали надзвичайно
високу мотивацiю серед вчителiв шкiл у засвоєннi знань, умiнь та нави-
чок, що формувалися на цих курсах. Програма пiдвищення квалiфiкацiї
розроблена на 30-годинний курс в очному або дистанцiйному форматi (на
вибiр).

Структура курсiв та їх подальше використання

Наразi в середовищi Google Workspace (G Suite for Education) [3] є 14
основних сервiсiв (рис. 1) та 62 додаткових. Першi є основною ланкою
середовища та повнiстю задовольняють вимогам до дистанцiйного навча-
ння та документообiгу в закладi освiти. Зважаючи на це, а також на певнi
обмеження, пов’язанi з кiлькiстю навчальних годин, вiдведенних прове-
дення курсiв, для розгляду в цих курсах було обрано такi теми:

1. Освiтнє середовище Google Workspace.
2. Робота з Google-документами та диском. Спiльний доступ.
3. Робота з Google-календарем. Органiзацiя синхронного навчання за

допомогою Google-meet. Створення Google-форм.
4. Формування iнфомедiйної грамотностi та навичок критичного спри-

ймання iнформацiї в учасникiв освiтнього процесу як чинник роз-
витку ключових та професiйних компетентностей.

5. Створення гугл-сайту.
6. Органiзацiя змiшаного навчання за допомогою Google-класу.
7. Робота з сервiсом Youtube. Ведення власного блогу.

Курси пiдвищення квалiфiкацiї є корпоративними – проводяться для
викладачiв певного закладу в одному середовищi. Учителi одночасно вча-
ться, набувають навичок роботи в середовищi, створюють спiльнi доку-
менти. Такий пiдхiд полегшує перехiд всього закладу освiти на електрон-
ний документообiг засобами Google Workspace, прискорює впровадження
сервiсiв у роботу, допомагає подолати психологiчний бар’єр у педагогiв
при впровадженнi нових iнструментiв та технологiй в роботу закладу.
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Рис. 1: Основнi сервiси середовища Google Workspace.

Здобувачi отримують свiдоцтва про пiдвищення квалiфiкацiї, якi не тiль-
ки надають можливiсть атестуватися в закладi освiти, а i згiдно з наказом
МОН № 466 вiд 25.04.13 року «Про затвердження Положення про ди-
станцiйне навчання» вести уроки в дистанцiйному форматi.

Цiкавим моментом є те, що пiсля навчання на курсах вчителi орга-
нiзовують дистанцiйне навчання у своєму закладi на основi освiтнього
середовища Google Workspace – набiр безпечних додаткiв для спiвпра-
цi й ефективної роботи в компанiї будь-якого розмiру, де пропонуються
персональнi електроннi адреси для вчителiв та учнiв й такi iнструмен-
ти спiльної роботи, як Gmail, Календар, Meet, Chat, Диск, Документи,
Таблицi, Презентацiї, Форми, Сайти тощо. У цьому контекстi показовим
є приклад Слов’янського педагогiчного лiцею Слов’янської мiської ради
Донецької областi, педагоги якого успiшно пройшли нашi курси, а по-
тiм, пiд керiвництвом директора закладу Бабенко Оксани Анатолiївни та
з технiчним супроводом вчителя iнформатики Iваненка Юрiя Iвановича,
було створено освiтнє середовище Google Workspace – сучасне освiтнє
середовище для органiзацiї дистанцiйного та змiшаного навчання, веден-
ня документообiгу, календарного планування, проведення онлайн урокiв
тощо (рис 2).

Використання iнструменту Meet середовища Google Workspace дало
змогу проводити «захищенi» онлайн уроки, бо, на вiдмiну вiд безкоштов-
ної версiї сервiсу Google Meet, заходити на заняття можуть лише учнi, що
мають корпоративний акаунт. Значно розширилися можливостi сервiсу
Клас, де з’явилася змога запрошувати батькiв учня для вiдстежування дi-
яльностi школярiв на платформi. Слiд вiдзначити й необмежений Google-
Диск, який надається користувачам у межах цього тарифного плану, бо
пiд час дистанцiйного навчання бiльшiсть учнiв використовує мобiльнi
пристрої та надсилає виконанi роботи у графiчному виглядi, що швидко
призводить до заповнення стандартного Диска обсягом 15 ГБ. Але, окрiм
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Рис. 2: Дистанцiйне навчання у Слов’янському педагогiчному лiцеї.

надання суто технiчних переваг, Google Workspace має ще й виховний
аспект, оскiльки отримання учнями корпоративного лiцейського акаунту
iдентифiкує їх як учнiв певного закладу освiти та викликає почуття гор-
достi за свiй заклад.

Висновки

Отже, Донецьким обласним iнститутом пiслядипломної педагогiчної освi-
ти було розроблено та успiшно впроваджено курси пiдвищення квалiфi-
кацiї «Органiзацiя дистанцiйного навчання в закладi освiти засобами iн-
струментiв Google». Цi курси виявились дуже вчасними та корисними для
органiзацiї дистанцiйного та змiшаного навчання. Дистанцiйне навчання
також виявилось корисним i для багатьох учнiв, оскiльки така форма на-
вчання дозволила суттєво оптимiзувати їх продуктивний час.

Список використаних джерел

[1] Лотоцька А.В., Пасiчник О.В. Органiзацiя дистанцiйно-
го навчання в школi : методичнi рекомендацiї. 2020. URL:
https://nus.org.ua/questions/organizatsiya-dystantsijky-v-shkolah-
poyasnyuyemo-osnovne-z-rekomendatsij-mon/

[2] Гладун М.А., Саблiна М.А. Сучаснi онлайн iнструменти iнтерактив-
ного навчання як технологiя спiвробiтництва. Open educational e-
environment of modern University. 2018. № 4. С. 33–43.

[3] Сервiси та iнструменти Google. URL:
https://sites.google.com/site/istoriakompanii/-google



УДК 004.43

Грудкiна Н.С., Васильєва Л.В., Єрмакова К.Ю.
1 д. т. н., доцент кафедри математики та моделювання Донбаської державної машино-

будiвної академiї, Краматорськ
2 к. т. н., доцент кафедри комп’ютерних iнформацiйних технологiй Донбаської держав-
ної машинобудiвної академiї, Краматорськ
3 магiстрант факультету автоматизацiї машинобудування та iнформацiйних технологiй
Донбаської державної машинобудiвної академiї, Краматорськ

e-mail: 1 vm.grudkina@ukr.net, 2 vasileva.dgma@gmail.com, 3 kit@dgma.donetsk.ua

РОЗРОБКА WEB-СЕРВIСУ ОЦIНКИ РIВНЯ
КОНКУРЕНТНОСПРОМОЖНОСТI СТРАХОВИХ ПОСЛУГ

Розроблено Web-сервiс оцiнки рiвня конкурентоспроможностi страхових послуг, що до-
зволяє визначити поточний рiвень системи реалiзацiї страхових послуг компанiєю. Це
забезпечить своєчаснiсть виявлення основних її проблем та можливiсть корегування по-
будови ефективної моделi системи реалiзацiї страхових послуг, що сприятиме пiдвищен-
ню ефективностi страхової дiяльностi в цiлому.

Ключовi слова: Web-сервiс, страховi послуги, конкрентроспроможнiсть.

Вступ

Український страховий ринок в сучасних реалiях значно поступається
ринкам розвинених країн, де збори середньої страхової компанiї можуть
перевищувати збори страхових премiй українського страхового ринку в
цiлому. Аналiзу проблем оцiнки конкурентоспроможностi страхових ком-
панiй присвяченi роботи багатьох вчених, в тому числi з виокремлен-
ням проблем, характерних для перехiдної економiки. Однак на даний час
актуальним є не стiльки визначення мiсця та ролi страхової галузi у пiдви-
щеннi рiвня економiки нашої країни, скiльки забезпечення реалiзацiї ви-
користання комплексного аналiзу факторiв пiдвищення конкурентоспро-
можностi страхових послуг [1 – 3], що полягає у побудовi ефективної
моделi системи їх реалiзацiї у виглядi програмних модулiв саме iз оцiнки
рiвня конкурентоспроможностi страхової послуги [3 – 5].

З огляду на поставлену мету вивчено особливостi, сутнiсть та меха-
нiзм реалiзацiї страхових послуг та конкурентної полiтики на нацiональ-
ному ринку страхових послуг. Проведений аналiз найуживанiших мате-
матичних методiв обробки експертної iнформацiї дозволив визначитися
iз математичним iнструментарiєм оцiнки рiвня конкурентоспроможностi
страхової послуги.

©Грудкiна Н.С., Васильєва Л.В., Єрмакова К.Ю., 2021
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Функцiонал розробленого Web-сервiсу

Побудовано концептуальну модель програмного модуля для визначення
рiвня конкурентоспроможностi страхової послуги на основi унiфiкова-
ної мови моделювання UML [5]. Розроблено Web-сервiс iз визначення
рiвня конкурентоспроможностi страхової послуги, що дозволяє визначи-
ти поточний рiвень системи реалiзацiї страхових послуг компанiєю [6].
Вiдповiдно до виявлених основних чинникiв впливу на конкурентоспро-
можнiсть страхової послуги, оцiнку рiвня конкурентоспроможностi до-
слiжуваної страхової послуги проводили за показниками: швидкiсть та
простота отримання послуги, мiра довiри до страхової компанiї, прива-
бливiсть страхових тарифiв, оптимальнiсть страхової послуги (спiввiдно-
шення вартiсть – якiсть), обсяг страхового покриття, розмiр франшизи,
кiлькiсть основних та додаткових послуг, ступiнь урахування спектра мо-
жливих ризикiв, простота норм страхового договору та орiєнтацiя на за-
хист iнтересiв клiєнта та швидкiсть та справедливiсть врегулювання стра-
хових випадкiв. Структура додатка визначення рiвня конкурентоспромо-
жностi страхової послуги наступна:

1. Роздiл «Мiй кабiнет».
2. Роздiл «Новий розрахунок»:

� пiдроздiл «Графiчне порiвняння показникiв»;
� пiдроздiл «Оцiнка узгодженостi експертiв»;
� пiдроздiл «Оцiнка послуги»;
� пiдроздiл «Оцiнка послуги конкурента».

3. Роздiл «Налаштування облiкового запису».

Роздiл «Мiй кабiнет» є головним екраном програмного модуля та де-
монструє всi виконанi розрахунки даним користувачем. Розрахунки заван-
тажуються з бази даних на iм’я користувача iз можливiстю переглянути
звiт щодо виконаного розрахунку (рис. 1). Побудована дiаграма класiв
дає уявлення статичної структури моделi системи та призначена для вiд-
ображення взаємозв’язкiв мiж окремими сутностями предметної областi
з описами їхньої внутрiшньої структури i типiв вiдносин.

Роздiл «Новий розрахунок» включає пiдроздiли «Оцiнка узгодженостi
експертiв», «Оцiнка послуги», «Оцiнка послуги конкурента» та «Графiчне
порiвняння показникiв» та стає доступним лише пiсля авторизацiї.

Пiдроздiл «Графiчне порiвняння показникiв» (рис. 2) призначений для
вiзуалiзацiї значень показникiв, що використовуються для оцiнки рiвня
конкурентоспроможностi страхової послуги як дослiджуваної компанiї,
так i компанiї-конкурента. Це дозволить мати наочну загальну картину
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Рис. 1: Дiаграма класiв.

отриманого результату за кожним аналiзованим показником та вiдслiд-
кувати динамiку змiни його значень з метою порiвняння та полегшення
аналiзу, що проводить менеджер страхової компанiї. Дiаграми будуються
автоматично пiсля здiйснення розрахункiв щодо оцiнки рiвня конкурен-
тоспроможностi страхової послуги за допомогою графiчного порiвняння
показникiв у вкладцi «Графiчне порiвняння показникiв».

Рис. 2: Роздiл «Графiчне порiвняння показникiв».

У пiдроздiлi «Оцiнка узгодженостi експертiв» здiйснюється оцiнка
узгодженостi думок експертiв, отримана ступiнь узгодженостi вказує на
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якiсть результуючої оцiнки рiвня конкурентоспроможностi дослiджуваної
страхової послуги.

Висновки

Таким чином, розроблений Web-сервiс оцiнки рiвня конкурентоспромо-
жностi страхових послуг дозволяє визначити поточний рiвень системи
реалiзацiї страхових послуг компанiєю, що забезпечує своєчаснiсть ви-
явлення проблем та можливiсть корегування побудови ефективної моделi
системи реалiзацiї страхових послуг, що сприятиме пiдвищенню ефектив-
ностi страхової дiяльностi в цiлому.
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ГЕНЕТИЧНI АЛГОРИТМИ I ЧИСЕЛЬНI МЕТОДИ ОПТИМIЗАЦIЇ

Описано клас задач, якi можуть бути розв’язанi за допомогою генетичних алгоритмiв,
та показано спосiб зведення заданої оптимiзацiйної задачi до задачi, розв’язуваної за
допомогою генетичного алгоритму. Показано, що генетичнi алгоритми розв’язання екс-
тремальних задач є стохастичними чисельними методами прямого пошуку.

Ключовi слова: задачi безумовної та умовної оптимiзацiї, чисельнi методи, гене-
тичнi алгоритми.

Генетичнi алгоритми, в основу яких покладено iдею еволюцiї живої
природи, широко використовуються для розв’язування рiзноманiтних за-
дач оптимiзацiї; при цьому єдине обмеження, яке накладається на цiльову
функцiю – обчислюванiсть в кожнiй точцi пошукового простору [1]. Се-
ред основних властивостей генетичних алгоритмiв вiдзначимо такi: поня-
тiйний апарат запозичений з бiологiї; кожен допустимий розв’язок задачi
кодується у виглядi хромосоми та представлений особиною популяцiї; по-
шук розв’язку здiйснюється одночасно цiлою популяцiєю особин, причо-
му для генерацiї нового розв’язку використовуються аналоги генетичних
операторiв. В загальному випадку генетичнi алгоритми не можуть бути
застосовними до задач, для яких множина argmin

x∈X
f(x) = ∅ .

Генетичнi алгоритми природно розглядати як чисельнi методи пря-
мого пошуку. Наприклад, представимо набором c генетичний алго-
ритм турнiрного витиснення з гаусовою мутацiєю, запропонований
в [2] для розв’язання задачi мiнiмiзацiї функцiї f(x) на множинi
X : f(x) → min, x ∈ X або min

x∈X
f(x) в постановцi знаходження

всiх точок локальних мiнiмумiв та значення функцiї в цих точках:
X = X1 × X2 × . . . × Xn , Xi = [ai, bi] ⊆ R ∀i = 1, n (як варiант, мо-
же розглядатися задача максимiзацiї). Наведемо схему цього алгоритму
для розв’язування задач в постановцi знаходження хоча б однiєї точки
x∗ = argmin

x∈X
f(x) :

1. Кодування в дiйсних числах: кожен ген хромосоми

©Гулаєва Н.М., Глибовець М.М., 2021
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⇀

X = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn є дiйсною змiнною xi = [ai, bi] ⊆ R .
2. Генерацiя початкової популяцiї за рiвномiрним розподiлом.
3. Обчислення коефiцiєнта пристосованостi всiх особин популяцiї;

при цьому функцiя здоров’я збiгається з цiльовою функцiєю.
4. Породження L нащадкiв кожною особиною шляхом застосу-

вання оператора гаусової мутацiї до кожного гена особини:
xi = xi +Ni(0, σ) , де Ni(0, σ) – стандартна нормально розподiлена
випадкова величина.

5. Обчислення коефiцiєнта пристосованостi отриманих нащадкiв.
6. Формування нової популяцiї за допомогою турнiрного вiдбору; гру-

па для кожного турнiру формується з батька та усiх його нащадкiв.
7. Якщо кiлькiсть iтерацiй дорiвнює G , завершення роботи алгоритму

(розв’язком задачi є найкраща особина популяцiї); iнакше перехiд
на крок 4.

Описаний алгоритм можна подати як паралельне виконання N екзем-
плярiв алгоритмiв, кожен з яких описується за такою схемою c (розгля-
дається задача мiнiмiзацiї).
Φ – клас функцiй, визначених на Rn та обчислюваних в кожнiй точцi;
G1(Φ) = ξ , де ξ - вектор випадкових дiйсних чисел;
Gk+1(Φ, ωk) =

argmin

{
f(xk), min

i=1,...,L
{f(xk1 + Nk

1,i(0, σ), ..., x
k
n + Nk

n,i(0, σ))}
}

, k ⩾ 1 ;

Hk(Φ, ωk) =

{
0, k = G

1, k < G
;

Ek(Φ, ωk) = f ∗k = min
1⩽l⩽N

f(xk,l) , де xk,l – точка випробування l -го генети-

чного алгоритму на k -iй iтерацiї.
Описаний генетичний алгоритм легко транслюється в схему c завдя-

ки таким своїм особливостям: вiдсутнiсть оператора кросинговеру; ло-
кальний вiдбiр особин в наступну популяцiю (використовуються турнiрнi
змагання мiж батьками та їх власними нащадками). Для того щоб подати
довiльний генетичний алгоритм у виглядi схеми c , необхiдно провести
модифiкацiю цiєї схеми.

Розглянемо спочатку генетичнi алгоритми розв’язання задач безумов-
ної оптимiзацiї: f(x) → min, x ∈ X = Rn (1).

Для розв’язування задачi (1) за допомогою генетичного алгоритму не-
обхiдно визначити:

1) вiдображення (бiєктивне) µ : X → S , яке зiставляє кожному допу-
стимому розв’язку задачi x ∈ X = Rn код s ∈ S ; очевидно, зворотне
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вiдображення µ−1 : S → X за кодом s ∈ S вiдновлюватиме розв’язок
x ∈ X . Множина S може бути, наприклад, множиною бiнарних рядкiв
заданої довжини або навiть збiгатись з множиною X ;

2) функцiю здоров’я (пристосованостi) F (s), s ∈ S , яка має задоволь-
няти таким вимогам:

� адекватнiсть задачi: ∀s1, s2, x1 = µ−1(s1), x2 = µ−1(s2) виконується
F (s1) < F (s2) ⇔ f(x1) < f(x2) , де s1 , s2 – закодованi значен-
ня розв’язкiв x1 , x2 ; F – функцiя пристосованостi, f – цiльова
функцiя оптимiзацiйної задачi;

� невисока складнiсть обчислення;
� рiзноманiтний рельєф.

Часто покладають F (s) ≡ f(x) , де s – хромосома, що кодує значе-
ння розв’язку x(s = µ(x)) . Iнодi, залежно вiд параметрiв генетичного
алгоритму, роблять незначнi перетворення цiльової функцiї. Наприклад,
для можливостi використання ймовiрнiсного вiдбору роблять таке пере-
творення цiльової функцiї, яке дозволяє звести задачу мiнiмiзацiї цiльової
функцiї до задачi максимiзацiї функцiї пристосованостi.

Розв’язування задачi (1) зводиться до розв’язування за допомогою ге-
нетичного алгоритму задачi F (s) → min, s ∈ S (2).

Так, нехай s∗ – розв’язок задачi (2) у постановцi, коли потрiбно зна-
йти хоча б одну точку x∗ = argmin

x∈X
f(x) . Тодi розв’язком задачi (1) буде

x∗ = µ−1(s∗) .
Важливою характеристикою генетичного алгоритму є його паралелiзм:

пошук розв’язкiв здiйснюється одночасно популяцiєю особин. Iншими
словами, на кожнiй iтерацiї алгоритму аналiзується множина точок випро-
бування (кiлькiсть таких точок дорiвнює розмiру популяцiї та є сталою).
В зв’язку з цим для опису генетичного алгоритму як прямого чисельного
методу, модифiкуємо схему c так, щоб на кожному кроцi розглядалась не
одна, а N точок випробування.

1. Обрати множину точок першого випробування (в термiнах ге-
нетичного алгоритму – згенерувати початкову популяцiю):
⟨s11, s12, . . . , s1N⟩ , s1i = G1(Φ) = ξi , де ξi – випадкова величина
(залежно вiд множини S це може бути випадкове дiйсне число,
послiдовнiсть довжини n випадкових дiйсних чисел, випадкова
двiйкова послiдовнiсть довжини n та iн.).

2. Нехай обрано множину точок k -го випробування ⟨sk1, sk2, . . . , skN⟩ ,
k ⩾ 1 . Пiсля обчислення значення функцiї пристосованостi в ко-
жнiй з цих точок yki = F (ski ) отримаємо пошукову (апостерiорну)
iнформацiю про функцiю F : ωk = {(sk1, yk1), (sk2, yk2), . . . , (skN , ykN)} .
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Звернемо увагу, що апостерiорна iнформацiя про функцiю F мi-
стить тiльки iнформацiю, отриману на поточному кроцi робо-
ти алгоритму (на вiдмiну вiд оригiнальної схеми c , в якiй за-
пам’ятовується вся iнформацiя, отримана вiд початку роботи алго-
ритму).

3. Визначити поточну оцiнку екстремуму: ek = Ek(Φ, ωk) = min
1⩽i⩽N

yki .

4. Для обчислення множини точок наступних випробу-
вань до поточної множини точок ⟨sk1, sk2, . . . , skN⟩ засто-
совують послiдовнiсть операторiв: вiдбiр в батькiвський
пул ⟨pk1, pk2, . . . , pkN⟩ = GSEL

k+1 (⟨sk1, sk2, . . . , skN⟩, ωk) , кросин-
говер ⟨ck1, ck2, . . . , ckN⟩ = GCROS

k+1 (⟨pk1, pk2, . . . , pkN⟩) , мутацiя
⟨sk+1

1 , sk+1
2 , . . . , sk+1

N ⟩ = GMUT
k+1 (⟨ck1, ck2, . . . , ckN⟩) . Iншими словами,

Gk+1(Φ, ωk) являє собою послiдовнiсть спецiальних генетичних
операторiв. Вiдбiр вiдкидає деякi «невдалi» розв’язки, та натомiсть,
дублює «вдалi». Кросинговер здiйснює обмiн частинами розв’язкiв,
а мутацiя фактично є локальним перетворенням розв’язку (збурен-
ням).

5. Визначити величину hk = Hk(Φ, ωk) ∈ {0, 1} . Якщо hk = 1 , то
збiльшити номер кроку K на одиницю та перейти на п. 2. Iнакше
(hk = 0 ) зупинити обчислення. Розв’язок задачi має оцiнку ek . В
бiльшостi генетичних алгоритмiв Hk(Φ, ωk) = 0 , якщо k = G , де
G – максимальна кiлькiсть iтерацiй (поколiнь), або iдентифiковано

збiжнiсть генетичного алгоритму (наприклад,

∣∣∣∣∣∣ek −
N∑
i=1

yki

N

∣∣∣∣∣∣ < ε ).

Зауважимо, що кiлькiсть рiзних класiв генетичних алгоритмiв є пра-
ктично необмеженою: залежно вiд способу уточнення генетичних опера-
торiв можна будувати новi класи генетичних алгоритмiв. Наведена схема
є загальним описом генетичного алгоритму з генерацiйним типом репро-
дукцiї; опис алгоритму зi стiйким типом репродукцiї вимагає незначної
модифiкацiї.

Пiдсумовуючи сказане та враховуючи стохастичнiсть операторiв
GSEL
k+1 , GCROS

k+1 , GMUT
k+1 , можна говорити про генетичний алгоритм як про

стохастичний чисельний метод прямого пошуку.

Генетичнi алгоритми в задачах умовної оптимiзацiї

Досi ми обговорювали генетичнi алгоритми розв’язання задач безумов-
ної оптимiзацiї (1). В задачах умовної оптимiзацiї допустима множина
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X ⊂ Rn . Загальнi методи врахування обмежень в задачах математичного
програмування детально описанi в [3]: методи штрафних функцiй, мно-
жникiв Лагранжа, параметризацiї цiльової функцiї та iн.

Для врахування обмежень на допустимi розв’язки в генетичних алго-
ритмах застосовують такi пiдходи.

А) Вибiр такого способу кодування розв’язкiв, що всi значення з мно-
жини S декодуються в допустимi значення: x = µ−1(s) ∈ X ⊂ Rn .
Зазначимо, що на практицi розробити такий спосiб кодування не завжди
вдається.

Б) Розробка спецiальних генетичних операторiв (кросинговер, мута-
цiя), застосування яких гарантує породження допустимих розв’язкiв. Тоб-
то, пiсля застосування генетичного оператора породжений ним розв’язок
буде допустимим (нова точка випробування задовольняє обмеженням на
розв’язок).

В) Застосування модифiкацiї широко використовуваного в iнших чи-
сельних методах оптимiзацiї методу штрафних функцiй. В цьому випад-
ку цiльова функцiя з задачi (2) (функцiя здоров’я) замiнюється функцiєю
Fp(s) = F (s) + γP (s), s ∈ S .

Тут Fp(s) – нова цiльова функцiя (функцiя здоров’я в генетичному

алгоритмi); P (s) – функцiя штрафу, P (s) =

{
0, x = µ−1(s) ∈ X

> 0, x = µ−1(s) /∈ X
; γ

– коефiцiєнт штрафу. Така замiна цiльової функцiї дозволяє погiршити
оцiнку якостi розв’язку (оцiнку точки випробування), в якому порушую-
ться заданi умовою обмеження.

Вiдмiннiсть методу штрафних функцiй в генетичних алгоритмах поля-
гає в тому, що значення коефiцiєнтiв штрафу γ пiдбираються експертним
або експериментальним шляхом i способи пiдбору цих коефiцiєнтiв чiтко
не регламентуються.

Висновки

Питанню висвiтлення алгоритмiв оптимiзацiї присвячено багато робiт
[4,5,6]. Генетичнi алгоритми вiдносяться до евристичних (взагалi кажучи,
до метаевристичних) методiв. Хоча досить давно ведуться роботи, при-
свяченi теоретичному аналiзу генетичних алгоритмiв, розробленi теорiї –
теорема схем, гiпотеза будiвельних блокiв, залучення теорiї маркiвських
ланцюгiв або проведення аналогiй з методом вiдпалу – не є загально-
визнаними теорiями обґрунтування збiжностi генетичних алгоритмiв [1].
Поширеною практикою є експериментальний аналiз ефективностi гене-
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тичних алгоритмiв: численнi прогони алгоритму на однакових вхiдних
даних з обчисленням усереднених значень критерiїв оцiнювання якостi
отриманих розв’язкiв.

Досить часто як окремий клас розглядають алгоритми, породженi iде-
єю iмiтацiї природних явищ (роєвi, еволюцiйнi алгоритми). Хоча iдея ви-
дiлення в окремий клас алгоритмiв, на створення яких авторiв надихнуло
спостереження за навколишнiм середовищем, може здатись цiлком при-
родною, така класифiкацiя не розкриває принципiв роботи самих алгори-
тмiв, їхньої сутi.

В роботi [2] пропонується проводити класифiкацiю методiв комбiна-
торної оптимiзацiї за вiсьмома характеристиками: принцип прийняття
розв’язку, складнiсть структури, тип траєкторiї, що формується алгори-
тмом, та iн.. Ця класифiкацiя є ґрунтовною, але дає надвелику кiлькiсть
рiзних класiв. Так, за такої класифiкацiї генетичнi алгоритми є стохасти-
чними метаевристичними траєкторно-розривними популяцiйними алго-
ритмами без змiни ландшафту пошуку, без пам’ятi, в загальному випадку
без адаптацiї, задачно-орiєнтованими.

Загалом, на думку авторiв, наразi стан дослiджень методiв розв’язання
оптимiзацiйних задач характеризується надзвичайно великою кiлькiстю
розроблених методiв оптимiзацiї та постiйно зростає, причому достатньо
поширеною є практика надання нових назв ранiше вiдомим поняттям або
незначним модифiкацiям ранiше розроблених методiв. Такий стан справ
пояснюється надзвичайною розгалуженiстю рiзних напрямiв дослiджень
i вузькою спецiалiзацiєю дослiдникiв. Необхiдний перегляд та переосми-
слення iсторiї виникнення, розробки й модифiкацiй рiзних методiв опти-
мiзацiї для узагальнення i систематизацiї цих методiв. Автори сподiваю-
ться, що наведене представлення генетичного алгоритму як чисельного
методу прямого пошуку може стати одним з перших крокiв на цьому
шляху.
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Вступ

Системи управлiння взаємовiдносинами з клiєнтами (CRM) стали нео-
дмiнним засобом органiзацiї бiзнес-процесiв навколо iнтересiв спожива-
чiв [1]. CRM охоплює всi аспекти взаємодiї вiддiлiв продажiв, маркетин-
гу, технiчної пiдтримки та сервiсного обслуговування з потенцiйними та
iснуючими клiєнтами, але цього стає недостатньо за умов швидкого роз-
витку цифрової економiки. Новi бiзнес-моделi, а також змiна поведiнки
споживачiв i процесiв прийняття ними рiшень щодо покупки, зумовили
появу платформ управлiння даними, використання яких обмежено ано-
нiмнiстю зiбраних даних, оскiльки сучасна стратегiя маркетингу перед-
бачає цифрове розпiзнавання та профiлювання споживачiв [2]. Акуму-
ляцiя даних з рiзних джерел та створення унiфiкованої бази даних, на
основi якої можна сформувати єдиний комплексний профiль для кожного
споживача, потрiбнi для аналiзу та пiдтримки маркетингових рiшень, якi
можливi на основi спецiалiзованих платформ клiєнтських даних.

Структура бази клiєнтських даних

За результатами дослiдження iнформацiйних потреб та практики цифро-
вого маркетингу [2 – 4] було визначено основнi категорiї клiєнтських да-
них, що їх слiд нагромаджувати на платформi.

1. Профiлi клiєнтiв:
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� контактна iнформацiя i демографiчнi характеристики – стать,
вiк, сiмейний статус, освiта, професiя, нацiональнiсть, етнiчна
належнiсть, релiгiйнi переконання тощо;

� психологiчний портрет – темперамент, характер, емоцiйнiсть,
комунiкабельнiсть, вольовi якостi, iнтелектуальнiсть, само-
оцiнка, самовладання та iншi характеристики за ознаками-
iндикаторами;

� характеристики особистостi – цiлi, цiнностi, мотивацiї, пробле-
ми, емоцiї та звички;

� соцiально-економiчнi характеристики – рiвень доходiв, мiсце
роботи, вид дiяльностi та посада, умови проживання;

� стиль життя – данi, необхiднi для визначення моделi спожива-
ння, оцiнки купiвельної спроможностi, виявленi переваги (улю-
бленi локацiї, харчовi уподобання, вибiр розваг, вiдпочинку, те-
хнiки тощо), поточнi i потенцiйнi iнтереси;

� соцiальна поведiнка – самоiдентифiкацiя, належнiсть до соцi-
альних груп;

� оточення клiєнта – характеристики географiчних, клiматичних,
економiчних, полiтичних, соцiальних, культурних та iнших
умов й особливостей, в яких проживає та приймає рiшення клi-
єнт;

� асоцiйованi особи – зазначення типiв зв’язкiв (родинних, дру-
жнiх, дiлових тощо) мiж теперiшнiми клiєнтами; нагромаджен-
ня даних про нових осiб як потенцiйних клiєнтiв у майбутньо-
му;

� офлайн-поведiнка у ролi споживача – маршрути перемiщень,
включно з туристичними поїздками, точки одержання комер-
цiйних послуг (магазини, заклади харчування, готелi тощо), час
або перiодичнiсть витрат, їх обсяги та структура, середнiй чек.

Щодо бiзнес-клiєнтiв, крiм контактної, має нагромаджуватись:
� бiзнес-iнформацiя – розмiр, вид дiяльностi, кiлькiсть спiвробi-

тникiв, регiон дiяльностi, рiчний оборот, бiзнес-потреби тощо;
� iнформацiя щодо процесу прийняття рiшень – особи або гру-

пи осiб, якi приймають участь у процесi пiдготовки i прийнят-
тя рiшення, ступiнь залучення i ролi, формальнi i неформальнi
взаємозв’язки та вiдносини мiж особами, ступiнь i характер їх
впливу на остаточне рiшення та на iнших вiдповiдальних осiб;
процедури i правила вироблення, узгодження та прийняття рi-
шень; оцiнки тривалостi вiдповiдних процесiв.
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2. Данi клiєнтiв з CRM-систем – роль i статус клiєнта, етап воронки
продаж, на якiй перебуває клiєнт, канали його залучення, а також
iсторiя взаємодiї з ним: угоди i звернення; iсторiя виконання задач
щодо клiєнта; склад, обсяги i причини покупок; попереднi марке-
тинговi пропозицiї клiєнтовi та його реакцiї на них. Також мають
нагромаджуватись данi стосовно товарiв i послуг, що були предме-
том iнтересу або покупки клiєнта.

3. Онлайн-поведiнка клiєнта – змiст його запитiв; коло iнтересiв за вiд-
вiдуванням сайтiв, часом перебування на сторiнцi i клiками; викори-
стання додаткiв i вибiр функцiй; пристрої та операцiйна система, з
якої вiдбувається доступ; середня кiлькiсть переглянутих за один се-
анс сторiнок, коефiцiєнти конверсiї, купiвлi, завершення; кiлькiсть i
змiст транзакцiй, витрати в онлайн-режимi. Важливим аспектом для
подальшого аналiзу є данi щодо сприйняття та реакцiй на цифрову
рекламу.

4. «Голос клiєнта» – данi, що вiдображають користувацький досвiд,
ставлення клiєнтiв та їхнє загальне враження вiд компанiї, її проду-
ктiв, процесiв передпродажного i пiсляпродажного обслуговування,
рекламної кампанiї та iнших точок та аспектiв взаємодiї. Вони фор-
муються за результатами опитувань споживачiв щодо їхнiх вимог,
потреб, переваг, прiоритетiв, проблем, бажаних змiн у продуктi або
сервiсi; оцiнок задоволеностi клiєнтiв; висновкiв та iнсайтiв за пiд-
сумками дискусiй фокусних груп тощо.

5. Iнформацiя сервiсних центрiв i служб пiдтримки клiєнтiв – технiчнi
звiти; протоколи коллтрекiнгу; скарги клiєнтiв та їх повiдомлення
про проблеми або труднощi; питання, що виникають у споживачiв,
зокрема потенцiйних; причини позитивного або негативного ставле-
ння до продукту або компанiї; висновки та iнсайти за результатами
польових дослiджень; вiдгуки користувачiв на реакцiї та дiї компа-
нiї у вiдповiдь на критику, схвальнi вiдзиви або повiдомлення про
проблему.

6. Користувацький контент – контент, що його створюють лiдери ду-
мок, агенти впливу, амбасадори i прокурори бренду щодо товару
або компанiї, а також вiдгуки i дописи пересiчних користувачiв.

7. Цифровий поголос – повiдомлення, коментарi та iншi неформаль-
нi комунiкацiї мiж двома або бiльше особами у соцiальних медiа,
соцiальних мережах, зокрема, тi, що набувають поширення. Такi
данi збираються у розрiзi приводiв виникнення реакцiй та осiб, якi
спричинили розголос; задiяних способiв привертання уваги; кана-



30 Денiсова О.О.

лiв поширення повiдомлень i думок; груп, спiвтовариств i спiльнот,
де вiдбувається обговорення.

8. Аналiтична iнформацiя щодо типових клiєнтiв, сегментiв клiєнтiв,
цiльових аудиторiй, як результат оброблення зiбраних i нагромадже-
них даних.

Переваги i проблеми органiзацiї платформ клiєнтських
даних

Нагромадження структурованих i неструктурованих даних з рiзних дже-
рел, їх великий обсяг, а також оброблення пiд час вирiшення численних
маркетингових задач пiдвищують вимоги до системи керування даними.
Водночас iнтеграцiя клiєнтських даних на єдинiй платформi забезпечує
переваги:

� ненадмiрнiсть даних – платформа забезпечує доступ до даних всiм
прикладним системам, тому виключається дублювання даних;

� високорiвневий доступ – функцiї керування даними передаються
платформi;

� незалежнiсть даних – структуру даних платформи не зумовлено
функцiоналом iснуючих прикладних систем, реалiзується концепцiя
маркетингу, керованого даними;

� реалiзацiя непередбачених запитiв – iнтерфейс платформи має пiд-
тримувати конструювання нових запитiв, не передбачених у при-
кладних системах;

� ефективне виконання службових функцiй – контроль транзакцiй,
протоколювання та вiдновлення даних для пiдтримки їх цiлiсностi,
органiзацiя i розмежування доступу до даних численних засобiв i
користувачiв, тощо;

� розширенi можливостi з аналiзу даних – нагромадження великих
даних надає можливiсть маркетологам одержати бiльш повний i то-
чний портрет цiльової аудиторiї, сфокусуватись на її потребах та
особливостях, розробити ефективнiшу рекламну кампанiю i полi-
пшити маркетингову стратегiю в цiлому.

Клiєнтськi данi є цiнним активом, наявнiсть якого забезпечує конку-
рентну перевагу компанiї. Створення повноцiнних платформ клiєнтських
даних можливе лише за рахунок сумiсного використання даних, що вiд-
повiдає тенденцiї платформiзацiї економiки [5]. Це актуалiзує проблему
захисту даних i, водночас, полегшує проведення незалежного довiреного
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контролю у рамках охорони персональних даних спецiалiзованими iнсти-
туцiями. Нагромадження клiєнтських даних має розглядатись як їх пере-
дача до трастового фонду на умовах, погоджених персонально з кожним
клiєнтом [6]. Тому система керування даними платформи має пiдтримува-
ти визначення правил оброблення персональних даних згiдно укладених з
клiєнтами угод з автоматичним накладанням вiдповiдних обмежень, кон-
троль уповноважених осiб за доступом i використанням даних, а також
видалення або анонiмiзацiю даних на вимогу власникiв.

Висновки

Платформи клiєнтських даних є перспективним засобом пiдвищення ефе-
ктивностi маркетингової дiяльностi за умови нагромадження рiзнорiдної
iнформацiї з численних джерел i пiдтримки формування цiлiсного профi-
лю споживача. Розвиток таких платформ збiльшує ризики неправомiрно-
го використання персональних даних, що зумовлює потребу у додаткових
iнструментах їх контролю.
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Вступ

Останнiм часом на перший план виходить задача попередньої «когнiтив-
ної обробки» неструктурованих даних, зокрема текстових документiв. Су-
часнi пошуковi системи переходять вiд пошуку документiв з заданої те-
матики до пошуку iнформацiї в цих документах, а далi й до витягу знань з
цiєї iнформацiї. Таким чином, на перший план висувається задача витягу
iнформацiї з подальшим її структуруванням.

Постановка задачi пошуку закономiрностей

Нехай маємо множину закономiрностей Z , множину текстових докумен-
тiв D , в яких вiдображена множина закономiрностей, i їх вiдношення
ψ[z(dj)] – функцiя пошуку закономiрностей. Потрiбно знайти таку фун-
кцiю, при певному значеннi якої стане можливим виявити всi документи,
якi вiдображають цю закономiрнiсть. Функцiю ψ[z] будемо називати по-
шуковою [1]. Закономiрнiсть – об’єктивно iснуючий, постiйний i необхi-
дний взаємозв’язок мiж предметами, явищами чи процесами, що випли-
ває з їх внутрiшньої природи, сутностi [2]. У цьому дослiдженнi розгля-
нуто закономiрнiсть як наявнiсть кортежiв термiнiв для класу текстових
документiв. Вiдповiднi закономiрностi z документи згiдно з пошуковою
функцiєю ψ[z] будемо називати позитивними (positive), у протилежному
випадку – негативними (negative).

Нехай Pc – число документiв класу позитивних з вибiрки D ; pc(ψ)
– число документiв, для яких виконується умова ψ(d) = 1 ; Nc – число
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негативних для вказаної закономiрностi документiв у вибiрцi D ; nc(ψ)
– число документiв, для яких виконується умова ψ(d) = 0 . Iнформатив-
нiсть пошукової функцiї ψ пiдвищується зi збiльшенням кiлькостi пози-
тивних документiв, що вона знаходить, та зi зменшенням частки в них
негативних документiв. Отже, задача побудови пошукової функцiї ψ зво-
диться до оптимiзацiї за двома критерiями: pc(ψ) → max i nc(ψ) → min
[3]. Введемо позначення Ec для частини негативних документiв серед
усiх ресурсiв, що видiляються, i Dc для частини позитивних документiв,
серед знайдених: Ec(ψ,D) = nc(ψ)

pc(ψ)+nc(ψ)
, Dc(ψ) = pc(ψ)

N , де N – кiль-
кiсть документiв у колекцiї. Статистичною iнформативнiстю пошукової
функцiї ψ(d) будемо називати величину Ic(ψ,D) = ln(hpP

n
N) . Пошукова

функцiя ψ(x) буде статистично закономiрною для множини вiдiбраних
документiв, якщо Ic(ψ,D) > I0 при заданому досить великому I0 .

Процедури пошуку логiчних закономiрностей

Нехай W – скiнченна множина термiв (словник). Розгляне-
мо множину кон’юнкцiй iз обмеженим числом термiв з W :
Kk|W | = {ψ = w1 ∩ w2 ∩ . . . ∩ wk|w1, w2, . . . , wk ∈ W,k ⩽ K} .
Поставимо кожнiй кон’юнкцiї ψ у вiдповiднiсть її окiл – множину
кон’юнкцiй V (ψ) , яку можна отримати з ψ через елементарнi моди-
фiкацiї: додаванням, вилученням або модифiкацiєю одного з термiв
кон’юнкцiї. Починаючи iз заданої кон’юнкцiї ψ0 , будується послiдов-
нiсть кон’юнкцiй ψ0, ψ1, . . . , ψn , в якiй кожна наступна кон’юнкцiя ψi
вибирається з околу попередньої Vi = V (ψi−1 за критерiєм максимуму
iнформативностi. Iтерацiйний процес сходиться за скiнченну кiлькiсть
крокiв до деякої локальної кон’юнкцiї, яку вже не можна покращити. Як
вiдомо, це є метод градiєнтного синтезу кон’юнкцiй.

Генетичний алгоритм синтезу кон’юнкцiй

Подальшим удосконаленням алгоритму градiєнтного синтезу кон’юнкцiй
є генетичний алгоритм, у принципах дiї якого лежать iдеї дарвiнiвської
еволюцiї. Головна його вiдмiннiсть в тому, що на кожному кроцi вiдби-
рається не найкраща кон’юнкцiя, а множина кращих кон’юнкцiй, яку на-
зивають популяцiєю. З них породжується велика кiлькiсть кон’юнкцiй –
нащадкiв за допомогою двох генетичних операцiй – кросинговеру та му-
тацiї. Так можна отримати величезну кiлькiсть нащадкiв, але на практицi
формують обмежену кiлькiсть, не бiльше T1 нащадкiв через випадковi
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схрещування i мутацiї. Потiм проводиться природний вiдбiр, в резуль-
татi якого до наступного поколiння переходять не бiльше T0 найбiльш
iнформативних нащадкiв.

Якщо побудувати матрицю взаємозв’язкiв термiнiв у колекцiї тексто-
вих документiв [4] для кожного окремого класу текстових документiв,
то отримаємо, що зi збiльшенням коефiцiєнтiв цiєї матрицi збiльшує-
ться значуща кон’юнкцiя термiв для цього класу. Отже, кон’юнкцiї бу-
дуть будуватися згiдно з коефiцiєнтами матрицi взаємозв’язкiв. Для пер-
шої кон’юнкцiї вiдбираються два терми з найбiльшим коефiцiєнтом вза-
ємозв‘язку. Далi за допомогою функцiй схрещування та мутацiї будую-
ться новi кон’юнкцiї. Кон’юнкцiї створюють iз урахуванням найбiльш тi-
сних i характерних взаємозв’язкiв для вибраних термiв. Далi збудованi
кон’юнкцiї перевiряються, чи будуть вони закономiрнiстю для цього кла-
су, чи нi. Тому для кожної сформованої кон’юнкцiї обраховують статисти-
чну iнформативнiсть, i вона порiвнюється з пороговою iнформативнiстю,
яка є налагоджуваним параметром. Вiдiбранi кон’юнкцiї становлять мно-
жину закономiрностей класу текстових документiв.

Висновки

Розв’язання задач здобуття iнформацiї з текстових документiв дозволяє
автоматично переглядати великий обсяг текстiв, що мiстять порiвняно не-
велику кiлькiсть шуканої iнформацiї. Виявлена в текстi iнформацiя пере-
творюється у структуровану: виявляються цiльовi факти, об’єкти, вiдно-
шення у виглядi, придатному для подальшого автоматичного оброблення,
що значно розширює можливостi iнформацiйного пошуку.
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ДО МОДЕЛЮВАННЯ ВIДСОТКОВИХ СТАВОК ДИФУЗIЙНИМИ
РIВНЯННЯМИ

У роботi представленi дифузiйнi рiвняння моделей вiдсоткових ставок, якi враховують
стани економiчної ситуацiї.
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Вступ

Особливостi поведiнки фiнансового ринку зазвичай пов’язують з геоме-
тричним броунiвським рухом – випадковим процесом

S(t) = S(0) exp {σW (t) + µt} , σ, µ, S0 ∈ R, t ⩾ 0

W = {W (t), t ⩾ 0} – броунiвський рух, тобто випадковий процес
W = {W (t), t ⩾ 0} , що задовольняє умовам: а) W (0) = 0 ; б) процес
W має незалежнi прирости; в) випадковi величини W (t) −W (s) мають
гауссiв (нормальний) розподiл з середнiм θ i дисперсiєю t− s.

Геометричний броунiвський рух:

S(t) = S0 exp

{(
µ− σ2

2

)
t+ σ W (t)

}
, t ⩾ 0

моделює змiну цiни акцiй. Якщо S(t) i B(t) – цiни акцiй i облiгацiй
вiдповiдно, то

dS(t) = S(t) (µdt+ σdW (t)) , dB(t) = r B(t) dt.

Тодi цiна акцiй, дисконтована одиницею грошового ринку – цiною облi-
гацiй, має стохастичний диференцiал [1, стор. 220]:

d

[
S(t)

B(t)

]
=

[
S(t)

B(t)

]
[(µ− r) dt+ σ dW (t)] .
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Стохастичнi диференцiальнi рiвняння – рiвняння вигляду

dX(t) = b (t,X(t)) dt+ σ (t,X(t)) dW (t), X(0) = ξ, 0 ⩽ t ⩽ T,

де ξ – F0 – вимiрна випадкова величина широко використовуються
при моделюваннi фiнансових станiв ринку. Змiни вiдсоткових ставок
r = r(t), t ⩾ 0 вiдображають стан «економiчної ситуацiї» на ринку.

Моделювання вiдсоткових ставок дозволяє аналiзувати стан фiнансо-
вого ринку. У свою чергу, важелi ринку вiдображаються через показники
вiдсоткових ставок.

Нехай «економiчна ситуацiя» характеризується випадковим процесом
Θ(t) (або випадковою величиною Θ ). Iз значеннями Θ(t) пов’язаний ви-
падковий процес XS , який спостерiгається до деякого моменту t , тобто
s ⩽ t . На основi значень XS, s ⩽ t формують оцiнку стану «еко-
номiчної ситуацiї» (як умовне математичне сподiвання). Одержана таким
чином оптимальна оцiнка стану «економiчної ситуацiї» слугує значенням
вiдсоткової ставки.

Основнi iдеї

Розглянемо модель банкiвського рахунку B = (Bn) n⩾0 , для якого:

rn =
∆Bn

Bn−1
, (1)

тодi r = (rn) n⩾1 – вiдсоткова ставка. У випадку неперервного часу
t ⩾ 0 використовується неперервний аналог (1) dBt = r(t) Bt dt , звiдки

Bt = B0 exp
(∫ t

0 r(s) ds
)

.

Нехай вiдсотковi ставки r = (r(t))t⩾0 дифузiйнi випадковi процеси,
траєкторiї їх неперервнi, причому

(
Ω, F, (Fn)n⩾0 , P

)
– стохастичний ба-

зис (ймовiрнiсний простiр), який описує стастику фiнансового ринку;
(Fn)n⩾0 – «iнформацiя» фiнансового ринку. Значення банкiвського рахун-
ку Bn вважають Fn−1 – вимiрними.

Вiдома велика кiлькiсть моделей вiдсоткових ставок r = (r(t))t⩾0 , якi
описуються дифузiйними рiвняннями виду [2 – 4]:

dr(t) = a (t, r(t)) dt+ b (t, r(t)) dWt. (2)

W = (Wt) t⩾0 – стандартний вiнерiвський процес (броунiвський рух).
Найбiльш вiдомi наступнi моделi дифузiйних випадкових процесiв [3,

стор. 32]: Модель Дотхана:

dr(t) = r(t)(a dt+ b dWt),
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Модель Кокса, Iнгерсола i Росса:

dr(t) = β [r(t)]
3
2 dWt, dr(t) = (α− β r(t)) dt+ b

√
r(t) dWt,

Модель Хо i Лi:
dr(t) = α (t) dt+ b dWt,

Моделi Халла i Уайта:

dr(t) = (α(t)− β(t)r(t)) dt+ b (t) dWt,

dr(t) = (α(t)− β (t) r(t)) dt+ b(t) ·
√
r(t) · dWt,

Модель Блека i Карасинського:

dr(t) = r(t) · (α(t)− β(t) ln r(t)) dt+ b(t)r(t) dWt,

Можна вважати, що вiдсотковi ставки залежать вiд загального стану
«економiчної ситуацiї». Нехай «економiчна ситуацiя» знаходиться в без-
посереднiй залежностi вiд двох станiв, тобто моделюється однорiдним
стрибкоподiбним маркiвським процесом Θ = (Θ(t))t⩾0 iз двома стана-
ми: i = 0, 1 P (Θ(0) = 0) = P (Θ(0) = 1) = 1

2 , щiльностi ймовiр-
ностей переходiв λij такi: λii = −λ, λij = λ при i ̸= j. Тобто,
λ00 = −λ, λ01 = λ, λ10 = λ, λ11 = −λ. Стан «економiчної ситуацiї»
оцiнюється за допомогою випадкового процесу X = (Xt)t⩾0 з диферен-
цiалом:

dXt = Θ(t)dt+ dW̃t, X(0) = 0, (3)

W̃ =
(
W̃t

)
t⩾0

– вiнерiвський процес. Оптимальною (у середньо-

квадратичному сенсi) оцiнкою стану Θ(t) за спостереженнями Xs, s ⩽ t

можна вважати значення вiдсоткової ставки:

r(t) = E
(
Θ(t)|FX

t

)
,

де FX
t = σ (Xs, s ⩽ t) Iз загальної теорiї статистичного оцiнювання [3,

стор. 400] випливає:

dr(t) = λ (1− 2r(t)) dt+ r(t) (1− r(t)) (dXt − r(t)) dt (4)

Оскiльки процес: Wt = Xt−
∫ t
0 r(s)ds є вiнерiвським [3, стор. 297], то

(4) можна записати таким чином:

dr(t) = λ (1− 2r(t)) dt+ r(t) (1− r(t)) dWt.

Якщо узагальнити вид рiвняння (2):
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dr(t) = a (Θ(t), r(t)) dt+ b (r(t)) dW̃t

одержимо, що

a (Θ, r) = λ (1− 2r) + r (1− r) (θ − r) , b(r) = r(1− r).

Розглянемо iнший пiдхiд до введення величини, яка характеризує сан
«економiчної ситуацiї». Нехай Θ – випадкова величина, яка приймає два
значення 1 i 0 iз ймовiрностями p i (1 − p) , вiдповiдно. Тодi процес
(Xt)t⩾0 виду (3) буде таким:

dXt = Θdt+ dW̃t, X(0) = 0.

Значення вiдсоткової ставки r(t) можна знайти з рiвняння:

dr(t) = r(t) (1− r(t)) (dXt − r(t)dt) , r(0) = p (5)

i одержати наступне рiвняння для r(t) :

dr(t) = r(t) (1− r(t)) dWt
dr(t)

r(t) (1− r(t))
= dWt

lnr(t) (1− r(t)) + lnp(1− p) = Wt r(t) (1− r(t)) =
1

p(1− p)
Wt

Моделюючи вiнерiвський рух при даних умовах, можна одержувати зна-
чення вiдсоткових ставок.

Висновки

Отже, в роботi одержано дифузiйне рiвняння для моделювання вiдсотко-
вих ставок при розглядi «економiчної ситуацiї» як випадкової величини
або однорiдного маркiвського процесу.
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АЛГОРИТМИ РЕАЛIЗАЦIЇ ТЕОРЕТИКО-МНОЖИННИХ
ОПЕРАЦIЙ У ТАБЛИЧНИХ АЛГЕБРАХ

Робота присвячена дослiдженню алгоритмiв, що реалiзують операцiї перетину,
об’єднання та рiзницi у таблицях. Для кожної операцiї розглянуто базовий алгоритм
та дослiджувалися його модифiкацiї з метою визначення найшвидшого алгоритму.
Для усiх розглянутих алгоритмiв знайдено точну складнiсть у середньому формулами,
що не мiстять О-асимптотики. Для експериментального пiдтвердження теоретичних
результатiв розроблено програмну систему, яка пiдтвердила знайденi теоретичнi оцiнки.

Ключовi слова: алгоритм, складнiсть, бази даних.

Вступ

В наш час свiт iнформацiйних технологiй широко розповсюдився майже
у всi сфери людської дiяльностi. Переважна бiльшiсть сучасних iнформа-
цiйних систем у своїй роботi використовує бази даних, роботу з якими
забезпечують системи управлiння базами даних, що реалiзуються рiзно-
манiтними програмними продуктами. Наразi спостерiгається постiйний
зрiст обсягiв iнформацiї, що пiдвищує вимоги для її зберiгання та оброб-
ки у реальних базах даних. Однiєю з цих вимог є збiльшення швидкодiї
роботи системи з користувачем. Для бiльшостi iнформацiйних систем ця
вимога зазвичай реалiзується через оптимiзацiю запитiв, якi є основним
iнструментом взаємодiї мiж користувачем i базою даних та й взагалi з
системою.

Дотепер найбiльш розповсюдженими залишаються реляцiйнi бази да-
них, математична модель яких вперше була запропонована Е. Коддом [1].
Табличнi алгебри, що були введенi В.Н. Редьком i Д.Б. Буєм [2, 3], по-
будованi на основi алгебр Е. Кодда, суттєво їх уточнюють та складають
теоретичний фундамент мов запитiв сучасних табличних баз даних. Ана-
лiз лiтератури щодо оптимiзацiї операцiй у реляцiйних базах даних по-
казав, що у переважнiй бiльшостi випадкiв розглядаються пiдходи, якi
дозволяють одержати оптимiзацiю лише операцiї з’єднання; не було зна-
йдено жодної спроби оптимiзацiї теоретико-множинних операцiй перети-
ну, об’єднання, рiзницi. Проте цi операцiї є важливими для табличних
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(реляцiйних) алгебр та досить вживаними у запитах. Тому дослiдження
теоретико-множинних табличних операцiй є важливою задачею, резуль-
тати якої можуть бути використаними для оптимiзацiї запитiв.

У роботi дослiджуються алгоритми, що реалiзують перетин,
об’єднання та рiзницю таблиць. У кожному з цих шести випадкiв
спочатку розглядаються базовi, найбiльш природнi алгоритми, що їх
реалiзують. У процесi дослiдження теоретико-множинних табличних
операцiй було розглянуто значну кiлькiсть (приблизно 15 для кожного
випадку) модифiкацiй базових алгоритмiв, якi могли б зменшити кiль-
кiсть обчислень; для кожного алгоритму знайдено значення середньої
кiлькостi обчислень. Було розроблено програмну систему, яка для та-
блиць iз заданими параметрами (кiлькiсть рядкiв, атрибутiв, потужнiсть
атрибутiв), знаходить фактичну кiлькiсть виконаних обчислень за ко-
жним iз розглянутих алгоритмiв. Численнi експерименти пiдтвердили
теоретичнi оцiнки складностi усiх наведених алгоритмiв.

Основнi означення

Зафiксуємо деяку непорожню множину A = {A1, . . . , Ap} , елемен-
ти якої називаються атрибутами. Довiльну скiнченну пiдмножину
R = {A′

1, . . . , A
′
n} ⊆ A назвемо схемою. Рядком s схеми R називається

множина пар s = {(A′
1, d1), . . . , (A

′
k, dk)} , проекцiя якої за першою

компонентою дорiвнює R . Таблицею схеми R називається скiнченна
множина рядкiв схеми R . Кiлькiсть рядкiв у таблицi T позначатимемо
|T | .

На множинi всiх таблиць схеми R введено такi параметричнi операцiї:
1) перетин

⋂
R

таблиць схеми R – таблиця, що складається з тих i лише

тих рядкiв, якi належать одночасно всiм вихiдним таблицям;
2) об’єднання

⋃
R

таблиць схеми R – таблиця, що складається з тих i

лише тих рядкiв, якi належать хоча б однiй з вихiдних таблиць;
3) рiзниця T1−

R
T2 двох таблиць схеми R – таблиця, що складається з тих

i лише тих рядкiв, якi належать таблицi T1 та не належать таблицi T2 .
Iншими словами операцiї перетину, об’єднання i рiзницi таблиць

є обмеженням вiдповiдно теоретико-множинних операцiй перетину,
об’єднання i рiзницi на множинi таблиць однакової схеми.

В роботi ми будемо порiвнювати алгоритми за їх обчислювальною
складнiстю. Слiдуючи [4], обчислювальною складнiстю алгоритму нази-
вається функцiя залежностi «обсягу» роботи, яка виконується їм, вiд «роз-
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мiру» вхiдних даних. Розглядають два види обчислювальної складностi:
часову, яка оцiнює час виконання алгоритму (кiлькiсть виконуваних обчи-
слень), i ємнiсну, яка оцiнює кiлькiсть елементiв пам’ятi, необхiдних для
роботи алгоритму. У данiй роботi будемо дослiджувати часову складнiсть
та вважаємо, що складнiсть елементарних операцiй однакова (тобто ви-
користовується так звана рiвномiрна вага).

Видiляють три типи часової складностi алгоритму: складнiсть у най-
гiршому випадку (максимальна кiлькiсть елементарних операцiй, що ви-
конує алгоритм), складнiсть для майже всiх входiв i складнiсть в сере-
дньому (математичне сподiвання кiлькостi елементарних операцiй, що
виконує алгоритм). Дослiдження складностi алгоритму в найгiршому ви-
падку iстотно простiше, нiж дослiдження iнших двох типiв складностi,
проте при аналiзi часової складностi обробки iнформацiї в системах ке-
рування базами даних та обробки запитiв найбiльш прийнятним є вико-
ристання складностi в середньому. У нашiй роботi швидкодiя алгоритмiв
визначається саме за їхньою складнiстю в середньому.

Теоретичнi оцiнки складностi розглянутих алгоритмiв

У якостi базових розглянемо такi алгоритми перетину, об’єднання та рi-
зницi таблиць.

Алгоритм БПТ З кожним рядком s1 таблицi T1 порiвнюємо всi рядки
таблицi T2 : якщо iснує такий рядок s2 ∈ T2 , що s1 = s2 , то рядок
s1 додаємо до таблицi T , у якiй мiститься результат, та переходимо до
наступного рядка таблицi T1 .

Алгоритм БОТ Додаємо всi рядки таблицi T1 до нової таблицi T ,
яка мiстить результат, а потiм всi рядки s2 таблицi T2 порiвнюємо з
рядками таблицi T , i якщо не iснує такого рядка s1 , що s2 = s1 , то
рядок s2 додаємо до таблицi T , а якщо такий рядок iснує, то переходимо
до наступного рядка таблицi T2 .

Алгоритм БРТ З кожним рядком s1 таблицi T1 порiвнюємо всi рядки
таблицi T2 : якщо не iснує такого рядка s2 ∈ T2 , що s1 = s2 , то рядок s1
додаємо до нової результуючої таблицi T , а якщо такий рядок iснує, то
переходимо до наступного рядка таблицi T1 .

У процесi дослiдження теоретико-множинних табличних операцiй ми
розглядали рiзнi модифiкацiї базових алгоритмiв, якi могли б зменши-
ти кiлькiсть обчислень. У якостi критерiя оцiнювання швидкодiї алгори-
тмiв розглядалася їх складнiсть у середньому для найбiльш загального,
на наш погляд, випадку, за яким домен кожного атрибуту схеми таблиць
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є фiксованим i зазделегiдь вiдомим, та розподiл значень за кожним атри-
бутом в кожнiй таблицi є рiвномiрним. Iншими словами, для будь-яких
атрибуту A ∈ R та рядка s будь-якої таблицi кожний елемент множини
domA = {d1, . . . , dn} має однакову ймовiрнiсть бути значенням A в s :
(A, d) ∈ s→ P{d = d1} = P{d = d2} = . . . = P{d = dn} .

Найбiльш швидкими виявилися такi модифiкацiї базових алгоритмiв.

Алгоритм ШПТ Якщо |T1| ⩽ |T2| , то з кожним рядком s1 таблицi T1
порiвнюємо всi рядки таблицi T2 , i якщо не iснує такого рядка s2 ∈ T2 ,
що s1 = s2 , то вилучаємо рядок s1 з таблицi T1 , а якщо такий рядок
s2 iснує, то вилучаємо його з таблицi T2 та переходимо до наступного
рядка таблицi T1 ; результат мiститься в таблицi T1 . Якщо ж |T1| > |T2| ,
то таблицi T1 i T2 мiняються мiсцями.

Алгоритм ШОТ Якщо |T1| ⩽ |T2| , то з кожним рядком s2 таблицi T2
порiвнюємо всi рядки таблицi T1 , i якщо iснує такий рядок s1 ∈ T1 , що
s2 = s1 , то вилучаємо рядок s1 з таблицi T1 i переходимо до наступного
рядка таблицi T2 ; пiсля цього додаємо всi рядки, що залишились, з та-
блицi T1 до таблицi T2 , в якiй мiститься результат. Якщо ж |T1| > |T2| ,
то таблицi T1 i T2 мiняються мiсцями.

Алгоритм ШРТ З кожним рядком s2 таблицi T2 порiвнюємо всi ряд-
ки таблицi T1 : якщо iснує такий рядок s1 ∈ T1 , що s2 = s1 , то вилучаємо
s1 з таблицi T1 , у якiй мiститься результат, i переходимо до наступного
рядка таблицi T2 .

Знайдемо складнiсть у середньому алгоритмiв БПТ, БОТ, БРТ, ШПТ,
ШОТ, ШРТ.

Нехай |T1| = m1 , |T2| = m2 , |A1| = q1, . . . , |An| = qn . Позначимо
m = min{m1,m2} та Q = q1 · . . . · qn . Iснує Q фiксованих рядкiв, кожний
з яких незалежно вiд решти iнших може належати чи не належати кожнiй
з таблиць-аргументiв. Нескладно бачити, що у випадку m1 +m2 ⩽ Q мi-
нiмальна кiлькiсть рядкiв таблицi T1

⋂
R

T2 дорiвнює 0, у протилежному ви-

падку мiнiмальна кiлькiсть рядкiв таблицi T1
⋂
R

T2 дорiвнює m1+m2−Q ,

це число позначимо через z , максимально можлива кiлькiсть рядкiв та-
блицi T1

⋂
R

T2 становить m . Оскiльки всi запропонованi алгоритми вико-

ристовують порiвняння рядкiв в таблицях T1 та T2 на предмет їх рiвно-
стi, та складнiсть усiх цих алгоритмiв залежить вiд кiлькостi рядкiв та-
блицi T1

⋂
R

T2 , то спочатку було знайдемо значення ймовiрностi P (j) того,

що кiлькiсть таких рядкiв буде дорiвнювати j ( j ∈ {z, . . . ,m} ). Далi для
кожного алгоритму було знайдено значення W (j) середньої кiлькостi об-
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числень за умови |T1
⋂
R

T2| = j . Будемо вважати складнiстю алгоритму

число

W =
m∑
j=z

P (j) ·W (j)(1).

Усi наступнi рiвностi роботи доведено у [5].

P (j) =
m1! ·m2! · (Q−m1)! · (Q−m2)!

j! · (m1 − j)! · (m2 − j)! · (Q−m1 −m2 + j)! ·Q!

Для знахождения W (j) було знайдемо середню кiлькiсть обчислень W ′ ,
необхiдну для порiвняння рядкiв s1 =

{
(A1, d

1
1), . . . , (An, d

1
n)
}

∈ T1 та
s2 =

{
(A1, d

2
1), . . . , (An, d

2
n)
}
∈ T2 у випадку, коли s1 ̸= s2 .

W ′ =
Q

Q− 1
·
(
1 · q1 − 1

q1
+ 2 · q2 − 1

q1 · q2
+ . . .+ n · qn − 1

Q

)
.

Для алгоритмiв БПТ, ШПТ, БОТ, ШОТ, БРТ, ШРТ значен-
ня W (j) дорiвнюють вiдповiдно

(
m1m2 − j

2(m2 + 1)
)
W ′ + 2jn ,(

m1m2 − j
2(m1 +m2 +

1
2 −

j
2)
)
W ′ + jn + min{m1,m2}n + 1 ,(

m1m2 − j
2(m2 + 1)

)
W ′ +m1n+m2n ,(

m1m2 − j
2(m1 +m2 +

1
2 −

j
2)
)
W ′ + min{m1,m2}n + jn + 1 ,(

m1m2 − j
2(m2 + 1)

)
W ′ +m1n ,

(
m1m2 − j

2(m1 +m2 +
1
2 −

j
2)
)
W ′ + 2jn .

Оскiльки одержанi формули складностi алгоритмiв є досить громiзки-
ми, їх аналiз зробимо у наступному роздiлi цiєї роботи.

Експериментальне порiвняння швидкодiї алгоритмiв

Для експериментального пiдтвердження теоретичних оцiнок складностi
було розроблено програмну систему, яка для таблиць iз заданими пара-
метрами (кiлькiсть рядкiв, атрибутiв, потужнiсть атрибутiв), знаходить
фактичну кiлькiсть виконаних обчислень за кожним iз запропонованих
алгоритмiв та порiвнює їх iз знайденими теоретичними оцiнками, а та-
кож знаходить середнє значення фактичної кiлькостi виконаних обчи-
слень для будь-якої серiї експериментiв. Багаточисленнi експерименти
пiдтвердили теоретичнi оцiнки складностi в середньому алгоритмiв для
таблиць, точнiсть знайдених теоретичних оцiнок виявилась достатньо ви-
сокою, у жоднiй серiї експериментiв вiдхилення не перевищувало 0,25%.
У Табл. 1 наведемо данi з двох серiй експериментiв: перша серiя скла-
далася з 500 експериментiв з параметрами n = 10 , |T1| = |T2| = 1000 ,
|A1| = 3, |A2| = . . . = |A10| = 2 , друга – з 2000 експериментiв з параме-
трами n = 5 , |T1| = |T2| = 100 , |A1| = |A2| = |A3| = 3, |A4| = |A5| = 4 .
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Кiлькiсть обчислень у серiї I Кiлькiсть обчислень у серiї II
Алгоритм теорет. експерим. вiдх. % теорет. експерим. вiдх. %

БПТ 1132071,9 1131741,0 0,029 13324,34 13336,58 0,092
ШПТ 771415,3 771135,0 0,036 12205,89 12231,50 0,210

БОТ 1139051,1 1139279,6 0,020 14092,86 14094,35 0,011
ШОТ 771415,3 771304,5 0,014 12205,89 12212,60 0,055

БРТ 1129051,1 1128895,6 0,014 13592,86 13595,13 0,017
ШРТ 767924,7 767386,5 0,070 11820,63 11819,86 0,007

Табл. 1: Експериментальнi значення складностi.

Висновки

У роботi дослiджено алгоритми, що реалiзують теоретико-множиннi опе-
рацiї на таблицях. Знайдено точну часову складнiсть у середньому роз-
глянутих алгоритмыв, завдяки чому вдалося визначити найшвидшi мо-
дифiкацiї базових алгоритмiв на таблицях. Для експериментального цих
результатiв розроблено програмну систему, експерименти з якою пiдтвер-
дили знайденi теоретичнi оцiнки. Результати можуть бути використанi
для оптимiзацiї запитiв у реляцiйних базах даних та для зменшення ча-
су обробки iнформацiї у системах управлiння базами даних. За темою
дослiдження в подальшому планується дослiдити алгоритми, що реалiзу-
ють iншi табличнi операцiї, а також алгоритми, що реалiзують теоретико-
множиннi операцiї iз використанням сортування, iндексацiї, хешування
та специфiкацiї таблиць.
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тньої робототехнiки. Визначено iнновацiйнi навички в галузi освiтньої робототехнiки,
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Вступ

Темпи впровадження iнновацiйних технологiй в соцiально-економiчну
сферу сьогоднi залишаються незмiнними та прискорюються в багатьох
областях господарської системи. Цей процес вiдбувається iнтеграцiйно з
наукою та освiтою – важливими факторами соцiально-економiчного роз-
витку країни. Прiоритетними для лiдерiв свiтової економiки в сучасних
умовах залишаються хмарнi обчислення, штучний iнтелект, машинне на-
вчання, негуманоїдна робототехнiка, електронна комерцiя, кiбербезпека
[1]. Вiдповiдно до прогнозiв, складених за даними мiжнародного опиту-
вання пiдприємств, частка негуманоїдних роботiв та роботiв-гуманоїдiв,
якi будуть впровадженi у 2025 роцi, ймовiрно, складе 10 % [1].

Зростаючим попитом серед роботодавцiв користуються iнженери-
робототехнiки, Iнтернету речей, спецiалiсти зi штучного iнтелекту, ма-
шинного навчання, автоматизацiї процесiв [2] (рис. 1). Одним iз напрямiв
перспективного розвитку цих професiй є їх iнтегроване поєднання в сфе-
рi робототехнiки. На нашу думку та на думку багатьох науковцiв, дослi-
дникiв розвитку ринку працi, тi технологiї, якi були на початкових етапах
розвитку натепер розвиваються прискореними темпами [3]. Однiєю з при-
чин такого стану системи зайнятостi населення є пандемiя COVID-19, яка
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спровокувала появу прискореного перерозподiлу працi мiж людьми та ро-
бототехнiчними системами та спричинила встановлення нової рiвноваги
на ринку робочих мiсць.

Рис. 1: Технологiчнi тенденцiї трансформацiї виробництва.

Перед майбутнiми фахiвцями постають новi виклики адаптацiї до рин-
ку працi до нових професiйних завдань, iнтегрований змiст яких фор-
мується пiд впливом актуального суспiльного замовлення, поєднує рiзнi
галузi, потребує формування iнновацiйних навичок.

Результати дослiдження

Досягнення в галузi технологiй сприяють створенню нових професiй та
потребують адаптацiї до змiн усiх стейкхолдерiв [4, 5]. Одним зi шляхiв
вирiшення даної проблеми пiдготовки фахiвцiв нового поколiння є впро-
вадження метадисциплiн, змiст яких є iнтегрованим [3]. Викладання ме-
тадисциплiн усуває традицiйнi бар’єри мiж предметами, є орiєнтованим
на iнновацiї та прикладний змiст, спрямований на вирiшення складних
проблем iз використанням сучасних технологiй.
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Одним iз таких пiдходiв є STEM-освiта, до якої вiдносимо й освiтню
робототехнiку [6]. STEM-освiта iнтегровано поєднує технологiї, iнжене-
рiю, природничi та математичнi науки, передбачає проведення наукових
дослiджень та iнженерного проектування. Залучення учнiв та студентiв
до високоякiсної STEM-освiти потребує, детальної розробки навчальних
програм, проведення квалiфiкованого iнструктажу.

Завданням освiти, вiдповiдно до цих трансформацiй та соцiального за-
мовлення, є формування та розвиток нових - iнновацiйних навичок, з
метою пiдготовки учнiв закладiв загальної середньої освiти [7, 8] та сту-
дентiв закладiв вищої освiти до майбутнього трудового життя. Зазвичай,
до iнновацiйних навичок вiдносять навички 21 столiття [7 – 9]. На на-
шу думку, iнновацiйними навичками в областi освiтньої робототехнiки є
iнтегрованi когнiтивнi й практичнi здатностi особистостi до iнновацiйної
дiяльностi в галузi освiтньої робототехнiки. Така дiяльнiсть передбачає
використання актуальних досягнень освiти, науки та технiки в рiзних сфе-
рах людської дiяльностi, а саме, технiки, iнженерiї, цифрових технологiй,
математики, органiзацiї працi та iнших сферах, iнтегрованих в процесi
розробки робототехнiчних систем.

Розглядаємо iнновацiйнiсть, як ключову компетентнiсть, вiдповiдно до
Державного стандарту базової середньої освiти [8], Концептуальних засад
реформування середньої школи «Нова українська школа» [7]. Визначимо
iнновацiйнi умiння/ставлення в галузi освiтньої робототехнiки з точки зо-
ру iнтеграцiї iнновацiйностi математичної, iнформатичної, технологiчної,
природничої освiтнiх галузей. Серед умiнь/ставлень, якi необхiдно фор-
мувати та розвивати у здобувачiв базової середньої освiти, з метою здiй-
снення ефективної iнновацiйної дiяльностi видiляємо (рис. 2):

� умiння [8]: «генерувати новi iдеї щодо розв’язання проблемної си-
туацiї, аналiзувати та планувати їх втiлення; знаходити, обробляти,
зберiгати iнформацiю природничого змiсту, перетворювати її з одно-
го виду на iнший з використанням iнформацiйно-комунiкацiйних
технологiй; трансформувати здобутi знання про матерiали, техно-
логiї та обладнання у вдосконалення технологiчного процесу, но-
вий чи покращений продукт (послугу) з новими якостями, що ви-
користовується у практичнiй дiяльностi, чи новий пiдхiд до реалi-
зацiї соцiальних послуг, адаптувати їх до нагальних потреб суспiль-
ства; генерувати та реалiзовувати iдеї з використанням цифрових
технологiй; використовувати та створювати цифровий контент при-
родничого змiсту; дослiджувати довкiлля за допомогою сучасних
iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй; наводити приклади реа-



48 Клочко О.В., Березов Д.О.

лiзацiї iнновацiйних iдей у рiзних предметних галузях i життєвих
ситуацiях з використанням iнформацiйно-комунiкацiйних техноло-
гiй; розпiзнавати та описувати поширення цифрових iнновацiй у
науцi i суспiльствi»;

� ставлення [8]: «вiдкритiсть до iнновацiй, позитивне оцiнювання та
пiдтримка конструктивних iдей iнших осiб; вiдкритiсть новому у
сферi iнформацiйних технологiй, готовнiсть до змiн, прийняття не-
очiкуваних результатiв пiд час здiйснення iнформацiйних процесiв;
усвiдомлення важливостi iнновацiй у технологiчних процесах для
сталого розвитку суспiльства; критичне оцiнювання iнформацiї при-
родничого змiсту, здобутої з рiзних джерел; готовнiсть до iнтеграцiї
знань з рiзних предметних галузей пiд час створення iнформацiй-
них продуктiв, навчання; дотримання авторського права, принципiв
академiчної доброчесностi та етичної взаємодiї у вiртуальному про-
сторi».

Рис. 2: Iнновацiйнi умiння/ставлення в галузi освiтньої робототехнiки.

Висновки

Набуття iнновацiйних навичок в галузi освiтньої робототехнiки, яка
стрiмко розвивається та може суттєво вплинути на природу технiчної та
наукової освiти на всiх рiвнях, сприятиме творчому розвитку особисто-
стi, самовдосконаленню, самоосвiтi, формуванню життєвого досвiду, кон-
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курентоспроможностi майбутнiх фахiвцiв, а також впровадженню Конце-
птуальних засад реформування середньої школи «Нова Українська шко-
ла», навчання протягом усього життя, навичок 21-го столiття, забезпече-
ння сталого розвитку.
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Вступ

В даний час реклама є важливою частиною бiзнесових компанiй, якi на-
магаються знайти вигiдну та працюючi способи рекламувати свiй про-
дукт. Мета роботи – розглянути методологiю розробки пiдсистеми для
ранжування рекламного контенту, завдяки якiй можна покращити реле-
вантнiсть iнформацiї та розробити сервiс, що адаптує процес пошуку iн-
формацiї до iндивiдуальних особливостей користувача.

Пiдсистеми для ранжування рекламного контенту

Основними модулями такої пiдсистеми є:

� ядро;
� засоби аналiзу та просування iнтернет-ресурсу;
� модуль органiзацiї взаємодiї з користувачем;
� модуль iдентифiкацiї та автентифiкацiї.

Ядро системи – основний модуль системи, в якому опрацьовуються всi
операцiї та роботи з її базою даних. Ядро системи координує роботу ре-
шти модулiв з метою формування цiлiсної системи. Особливою функцiєю
зазначеного модуля є органiзацiя процесу введення вхiдної iнформацiї, її
опрацювання та збереження [1]. Користувач займається розмiщенням кон-
тенту та отримує кошти. Засоби аналiзу iнтернет-ресурсу мiстять коман-
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ди, що реалiзують: експрес-аналiз, аналiз та перевiрку PR та тематичного
iндексу цитування (тIЦ), аналiз контенту, а менеджер визначає позицiю
рекламного контенту.

Система ICWTADS (рис. 1) надає два рiвнi доступу:

� менеджер (адмiнiстратор) – модерує змiст рекламного контенту, пе-
ревiряє вiдповiднiсть рекламного майданчика вимогам для розмi-
щення рекламного контенту;

� користувач – реєструє рекламний майданчик (рис. 2 а) або розмiщує
рекламний контент у виглядi рекламного банеру (рис. 2 б).

Рис. 1: Iнтерфейс ICWTADS (https://icwt.io/).

Рис. 2: Iнтерфейс користувача системи ICWTADS: а) реєстрацiя рекламного майданчика;
б) приклад рекламного контенту.

Для проектування системи пiдтримки прийняття рiшень при просуван-
нi iнформацiйного порталу по пошукових системах важливою вимогою є
надання рекомендацiй, якi ґрунтуються на принципах системного аналiзу.
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Застосування пiдходiв притаманних системному аналiзу дає змогу вiд-
образити особливостi поведiнки складних системи та врахувати важливi
взаємнi зв’язки мiж її елементами.

Опис сутностi розроблений системи представлений за допомогою де-
рева цiлей [2], яке зображено на рис. 3. Методологiя системного аналiзу
застосовується для ранжування рекламного контенту, для обробки даних
використовувалися такi методи, як кiлькiсний i якiсний аналiз. Також за-
стосовувалися спецiальнi способи кiлькiсної обробки даних. Створення
програми з модулiв визначає видiлення набору окремих компонентiв, що
взаємозалежнi i мають добре визначенi iнтерфейснi зв’язки з iншими ком-
понентами програми. Вони визначають форму всiх взаємодiй мiж ними,
проте не мiстять з’єднань на їх внутрiшню структуру. Керування база-
ми даних здiйснюватиметься у двох аспектах: керування внутрiшнiми та
зовнiшнiми базами [3].

Рис. 3: Дерево цiлей пiдсистеми для ранжування рекламного контенту.

У кожному конкретному випадку наше програмне забезпечення вико-
ристовує шлях i вирiшує тi завдання, якi оптимальною мiрою вiдповiда-
ють досягненню отримати прибуток та пiдiбрати правильно контент, щоб
отримати свою цiльову аудиторiю. Iстотними чинниками ранжування ре-
кламного контенту є i ключовi слова та категорiї. Також якiсний контент
є дуже важливим для отримання високих позицiй. До факторiв, якi нега-
тивно впливають на ранжування рекламного контенту, вiднесено низьку
цiну в порiвняннi з iншими, що знижує ймовiрнiсть його показу. Компле-
ксне використання усiх цих факторiв пiдвищить позицiї. Для рекламного
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контенту слiд визначити прогнозовану реакцiю цiльової аудиторiї, яку ба-
жає досягти рекламодавець на рiзних етапах рекламної кампанiї. Також
було розглянуто платформи для здiйснення взаємодiї з метою ранжува-
ння контенту, що розглядається як завдання з пiдвищення ефективностi
реклами.

Система має свiй фiнансовий облiковий запис для кожного користува-
ча, списування коштiв з рахунку рекламодавця вiдбувається автоматично
пiсля перегляду кимось його реклами i автоматично потрапляють на облi-
ковий запис користувача який надав майданчик. Реклами та майданчики
проходять стадiю модерацiї адмiнiстратором, щоб вiдсiкти неприйнятний
контент.

Висновки

У роботi дослiджено методологiю розробки пiдсистеми для ранжування
рекламного контенту, яка забезпечує взаємодiю мiж рекламними майдан-
чиками там рекламодавцями з метою пiдвищення ефективностi реклами.
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ПОСЛIДОВНИЙ АНАЛIЗ ЕКГ-СИГНАЛIВ

В роботi дослiджується використання методiв статистичного послiдовного аналiзу для
обробки електокардiограм. На сьогоднiшнiй день актуальною є обробка електрокардiо-
грам в реальному часi, коли немає можливостi записувати результати на носiй, впродовж
великого промiжку часу: вiд декiлькох годин – до декiлькох дiб. За основу обробки даних
в реальному часi взято послiдовний аналiз Вальда. Результати дослiдження опробованi
на реальних даних.

Ключовi слова: послiдовний аналiз, електрокардiограма, QRS – комплекс.

Основи обробки електрокардiограми

Електрокардiограма (ЕКГ) використовується для дiагностики серцевих
захворювань. ЕКГ хорошої якостi використовуються лiкарями для iнтер-
претацiї та виявлення фiзiологiчних та патологiчних явищ.

Електрокардiограма - це запис коливань рiзниць потенцiалiв, яка вини-
кає у серцi пiд час його збудження. ЕКГ є незамiнним у дiагностицi пору-
шень ритму i провiдностi, гiпертрофiї, iшемiчної хвороби серця. Однак,
у реальних ситуацiях записи ЕКГ часто спотворюються рiзними шумами
та завадами, серед яких найчастiше вiдбуваються такi:

� високочастотний шум, що викликаний електромiограмою, перешко-
дами вiд лiнiй електропередач, або механiчнi сили, що дiють на
електроди;

� базове вiдхилення, яке може бути пов’язане з диханням чи рухом
пацiєнтiв та iнструментiв.

Цi шуми та завади серйозно обмежують якiсть записаних ЕКГ, тому їх
необхiдно видалити для кращої клiнiчної оцiнки.

У роботi продовжуються дослiдження, представленi в роботах [1-4],
де розглядалися завдання очищення ЕКГ, видалення базової лiнiї тренду,
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фiльтрацiя сигналу, видiлення основних параметрiв ЕКГ для подальшої
обробки.

Алгоритм послiдовного аналiзу Вальда

При дослiдженнi процесiв у технiцi, економiцi, бiологiї та iнших галузях
часто зустрiчаються процеси, що мiняють свої характеристики у випадко-
вi моменти часу – моменти «розладiв». Виявлення таких розладiв швидше
i точнiше дозволяє проводити управлiння спостереженнями в стохасти-
чних системах та управляти об’єктами в умовах неповної iнформацiї.

Проблема найкращого вибору вперше були представлена у роботах вi-
домого американського статистика А.Вальда у задачах послiдовного роз-
пiзнавання [5]. А. Вальдом розглядалися послiдовностi незалежних одна-
ково розподiлених випадкових величин з невiдомим законом розподiлу.
Методами математичної статистики визначався тип розподiлу цих спо-
стережень. Кiлькiсть спостережень заздалегiдь не фiксується, а моменти
зупинок мають випадковий характер i визначаються дослiдником залежно
вiд значень величин, що спостерiгаються.

Нехай ξ - випадкова величина, що приймає значення 0, 1, . . . , а спо-
стереження y1, y2, ... , такi, що за умови ξ = n , величини y1, y2, ..., yn−1

незалежнi, однаково розподiленi та мають функцiю розподiлу F0(x) . Ви-
падковi величини yn, yn+1, ... – також незалежнi та однаково розподiленi,
але мають функцiю розподiлу F1(x) ̸= F0(x) . Iншими словами, в моменти
ξ вiдбувається змiна iмовiрнiсних показникiв у процесi, що спостерiгає-
ться. Виникає завдання, як, послiдовно спостерiгаючи y1, y2, ... , вирiшити
питання про те, в який момент слiд зробити висновок що «розлад» вiдбув-
ся. Iншими словами, треба визначити змiну ймовiрнiсних характеристик,
але так, щоб з одної сторони уникнути помилки визначення «розладу» в
той момент, коли вiн ще насправдi не вiдбувся, а з iншого боку – мiнiмi-
зувати час мiж виникненням «розладу» та його фактичним виявленням.
Задача розглядається як задача перевiрки гiпотези. У роботах [5-7] дослi-
дженi та отриманi оцiнки моментiв розладу.

Результати експериментальних дослiджень

Вiдведення бiопотенцiалiв серця з певних дiлянок поверхнi тiла людини
вiдбувається за допомогою електродiв, спiввiдношення яких один з одним
або з електрокардiографом формує систему електрокардiографiчних вiд-
ведень. Зазвичай використовують 12 вiдведень (iснує близько 42 варiан-
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тiв). Взагалi майже всi вимiри робляться в другому вiдведеннi, а всi iншi
використовуються для дiагностики конкретних дiлянок серця, так, напри-
клад, перше вiдведення дає чiтку iнформацiю про переднi стiнки серця, а
третє вiдведення робить акцент на заднiх стiнках серця.

В реальному часi немає можливостi використовувати багато каналiв.
Це, як правило, один або два канали. На тiло хворої людини наклею-
ють спецiальнмй пристрiй, який знiмає бiопотенцiал серця. Дискретнiсть
сигналу поряка 5-10 вимiрiв в секунду (Гц): на один удар серця прихо-
диться в середньому 400 вимiрiв. Як правило, записувати цю iнформацiю
для подальшої обробки немає можливостей, необхiдно її обробляти в ре-
альному часi.

При нормальнiй роботi серця статистичнi характеристики сигналу з
плином часу мiняються дуже повiльно.

Аритмiя – група порушень дiяльностi серця, пов’язаних з розладом
ритмiчностi, послiдовностi та сили скорочень серцевого м’яза. Тому, ста-
тистичнi характеристики будуть мiнятись набагато швидше.

Також актуальною є задача визначення моменту змiни статистичних
характеристик.

В медицинi видiляють 11 видiв аритмiї. Для здорової людини пульс
складає 60-80 ударiв за хвилину. Пульс для деяких видiв аритмiї:

� При миготливiй аритмiї ( AFIB) – 400 ударiв за хвилину;
� При брадикардiї (SB) – < 60 ударiв за хвилину;
� При тахiкардiї (ST) – 70-130 ударiв за хвилину;
� При трiпотiннi (AF) – 600 ударiв за хвилину.

В стацiонарному режимi для аналiзу ЕКГ можна використовувати ме-
тоди iнтелектуального аналiзу. Використання цих методiв дозволяє видi-
лити основнi компоненти ЕКГ, провести аналiз QRS комплексiв та PP-
комплексiв, що є визначальними при дiагностуваннi аритмiї. В режимi
реального часу використання цих методiв не завжди можливе.

Рис. 1: Фрагмент кардiограми.
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Рис. 2: Дисперсiя кардiограми.

Для дослiдження використовувалась кардiограма довжиною 270 хви-
лин. На рис. 1. зображено фрагмент кардiограми, на якому видно змiни в
роботi серця.

Обробка кардiограми велась при допущеннi, що збiр даних ведеться в
реальному часi. Оброблялись данi довжиною три хвилини.

На рис. 2. зображена поведiнка дисперсiї. Перед обчисленням диспер-
сiї сигнал попередньо нормувався. Нормування проводилось за рекурен-
тними формулами. Для оцiнки часу настання «розладу» дослiджувався
закон розподiлу поведiнки фрагменту дисперсiї i перевiрялась гiпотеза
про рiвнiсть розподiлiв.

Висновки

Поведiнка дисперсiї дозволяє видiлити перiоди збоїв у роботi серця, а та-
кож визначити час розладу. Це дозволяє вчасно iнформувати пацiєнта про
змiни в роботi серця, що дозволить пацiєнтовi вчасно прийняти лiки, або
виконати iншi рекомендацiї лiкаря. Запропонований пiдхiд використову-
ється для обробки кардiограми в реальному часi. Розробленi алгоритми
можна використовувати в рiзних гаджетах, якими користуються зацiкав-
ленi споживачi.
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ПРО ПРОЦЕДУРУ РОЗВ’ЯЗУВАНОСТI
ДЛЯ НЕЧIТКОЇ ПРОПОЗИЦIОНАЛЬНОЇ ЛОГIКИ

Наведено опис процедури перевiрки виконуваностi формул нечiткої пропозицiйної логi-
ки з можливiстю апаратної реалiзацiї.

Ключовi слова: багатозначна пропозицiйна логiка, нечiтка пропозицiйна логiка,
розв’язуванiсть

Вступ

У данiй роботi розглядається процедура перевiрки виконуваностi формул
нечiткої пропозицiйної логiки на основi n -значних логiк. Особливiстю
такої процедури є те, що вона може реалiзуватися апаратно. Це досяга-
ється за допомогою зведення проблеми виконуваностi формул нечiткої
логiки до проблеми виконуваностi n -значної логiки, a проблема викону-
ваностi n -значної логiки розв’язується за допомогою кодування значен-
нями двозначної логiки.

n -значна пропозицiйна логiка та її розв’язуванiсть

Алфавiт i синтаксис цiєї логiки визначаються так само, як i для L2

– класичної пропозицiйної логiки висловлювань. Рiзниця полягає в тому,
що множина логiчних значень Ln -логiки складається не iз двох значень
0 i 1, як у логiцi висловлювань, а iз n значень – 0, 1

n−1 ,
2

n−1 , . . . ,
n−2
n−1 , 1 .

Значення 0 i 1, як i в численнi висловлень, представляють хибнiсть i
iстину вiдповiдно, а решта значень – степiнь iстинностi мiж 0 i 1. Зокрема,
при n = 3 маємо 3-значну логiку (L3 = {0, 12 , 1} ), при n = 4 маємо 4-
значну логiку (L4 = {0, 13 ,

2
3 , 1} ) i т. д.

Означення 1. Вiдображення h : AP → Ln називається iнтерпре-
тацiєю, де AP – алфавiт атомарних формул пропозицiйної n -значної
логiки, а Ln = {0, 1

n−1 ,
2

n−1 , . . . ,
n−2
n−1 , 1} .
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Якщо iнтерпретацiя задана, то можна обчислювати значення формул
Ln -логiки. Обчислення значень формул n -значної логiки, як i формул
L2 -логiки, виконуються шляхом застосування операцiй, правила обчи-
слення яких задаються за допомогою таблиць. Цi таблицi визначають
загальний спосiб обчислення значень формул для довiльного n . Отже,
якщо A(A1, A2, . . . , Ak) означає, що формула A побудована iз атомiв
A1, A2, . . . , Ak за допомогою логiчних зв’язок, то довiльна формула n -
значної логiки A , яка залежить вiд атомарних формул A1, A2, . . . , Ak мо-
же мати nk iнтерпретацiй. Звiдси випливає, що число всiх формул n -
значної логiки, якi залежать вiд атомарних формул A1, A2, . . . , Ak , до-
рiвнює nn

k

.
Розглянемо модельнi (семантичнi) аспекти n -значної логiки на при-

кладi 3-значної логiки, оскiльки цi аспекти характернi i для Ln -логiк, де
n > 3 .

Нагадаємо, що формула P називається наслiдком множини формул
Γ , якщо за довiльної iнтерпретацiї всi формули множини Γ приймають
логiчнi значення iстини, то формула P теж iстинна за цiєї самої iнтер-
претацiї (тобто, не iснує iнтерпретацiї, за якої всi формули iз множини Γ
iстиннi, а формула P за цiєї iнтерпретацiї хибна).

Аргументом називається одна або бiльше формул, що складається з
певних припущень i додаткової формули, яка є наслiдком цих припущень.
Говорять, що аргумент обгрунтований (valid), якщо вiн є наслiдком мно-
жини припущень або що наслiдок випливає з обгрунтованих припущень.

Розглянемо таблицi iстинностi L3 -логiки Лукасевича [1]:

A B A ∧B A ∨B A→ B ¬A
x y min(x, y) max(x, y) min(1, 1− x+ y) 1− x
1 1 1 1 1 0
1 1/2 1/2 1 1/2 0
1 0 0 1 0 0

1/2 1 1/2 1 1 1/2
1/2 1/2 1/2 1/2 1 1/2
1/2 0 0 1/2 1/2 1/2
0 1 0 1 1 1
0 1/2 0 1/2 1 1
0 0 0 0 1 1

Табл. 1: Таблицi iстинностi L3 -логiки Лукасевича.

В данiй таблицi пояснення вимагає лише обчислення значення форму-
ли A → B , оскiльки решта формул обчислюється традицiйно. Формула
A → B в L3 -логiцi, як i в L2 -логiцi, вважається iстинною, якщо форму-
ла B не менш iстинна, нiж формула A , тобто логiчне значення формули
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B не менше логiчного значення формули A . Це узгоджується з тим, що
формули 0 → 0, 0 → 1, 1 → 1 iстиннi, як i у випадку L2 -логiки. Якщо
x – значення формули A , а y – значення формули B , то рiзниця x − y
показує наскiльки значення формули A→ B вiдхиляється вiд iстини. От-
же, формулi A→ B можна спiвставити значення 1− (x− y) = 1−x+ y .
Комбiнуючи обидва можливi випадки x ⩽ y i x > y , формулi A → B
спiвставляється значення min(1, 1− x+ y) .

Використовуючи логiчнi зв’язки iмплiкацiї та заперечення будується
аксiоматична система L3 -логiки Лукасевича, яку позначають L3A ; ця си-
стема є несуперечною та повною. Наведемо схеми аксiом логiки L3A :

L31. A→ (B → A) ;
L32. (A→ B) → ((B → C) → (A→ C)) ;
L33. (¬A→ ¬B) → (B → A) ;
L34. ((A→ ¬A) → A) → A .
Єдиним правилом виведення є modus ponens (MP): iз A i A → B

випливає B .
Решта логiчних зв’язок, введених Лукасевичем в L3 -логiку, визначаю-

ться таким чином:

A ∨B = (A→ B) → B ; A ∧B = ¬(¬A ∨ ¬B) ;
A↔ B = (A→ B) ∧ (B → A) .

Означення 2. Формула A пропозицiйної n -значної логiки називається
Ln -тавтологiєю (Ln -суперечнiстю), якщо вона приймає значення 1 (0) за
довiльної iнтерпретацiї h .

Формула A пропозицiйної n -значної логiки називається квазi-
тавтологiєю (квазi-суперечнiстю), якщо вона не приймає значення 0 (1)
за довiльної iнтерпретацiї h .

Зокрема, формула A пропозицiйної L3 -логiки називається квазi-
наслiдком множини формул Γ , якщо не iснує iнтерпретацiї, за якої фор-
мули iз Γ приймають значення 1 або 1/2, а фoрмула A приймає значення
0 за тiєї самої iнтерпретацiї.

Вищенаведене oзначення логiчного слiдування в Ln -логiцi можна ви-
значити й iншим способом [2].

Означення 3. Формула B називається логiчним наслiдком формул
A1, A2, . . . , Ak в Ln -логiцi (позначення A1, A2, . . . , Ak ⊢Ln

B ) тодi та
тiльки тодi, коли для довiльної iнтерпретацiї h має мiсце нерiвнiсть

h(A1) + . . .+ h(Ak)− h(B) ⩽ k − 1.

Вiдомо, що закон «виключення третього» не виконується в Ln -логiцi,
де n ⩾ 3 . А це означає, що Ln -логiка суттєво вiдрiзняється вiд L2 -
логiки. Крiм того, цей факт свiдчить про те, що формули A→ B i ¬A∨B
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не еквiвалентнi мiж собою в цiй логiцi.

Перевiрку виконуваностi формули Ln -логiки i того, що вона є Ln -
тавтологiєю (n ⩾ 3 ), можна реалiзувати апаратно шляхом кодування зна-
чень Ln -логiки значеннями L2 -логiки iз застосуванням функцiональних
елементiв (автоматiв Мiлi). Розглянемо таку перевiрку для L3 -логiки Лу-
касевича.

Для занурення L3 -логiки в L2 -логiку застосовується таке кодування
значень L3 -логiки: 1 → 10, 1/2 → 01 i 0 → 00 .

A = x B = y A ∧B = A ∨B = A→ B = ¬A =
= min(x, y) = max(x, y) = min(1, 1− x+ y) = 1− x

10 10 10 10 10 00
10 01 01 10 01 00
10 00 00 10 00 00
01 10 01 10 10 01
01 01 01 01 10 01
01 00 00 01 01 01
00 10 00 10 10 10
00 01 00 01 10 10
00 00 00 00 10 10

Табл. 2: Таблиця iстинностi логiчних операцiй при кодуваннi.

Оскiльки при кодуваннi значень L3 -логiки використовується два бiти,
то вихiднi значення вiдповiдних автоматiв теж будуть двобiтовими. Нехай
x = x1x0, y = y1y0, z = z1z0 – бiтове зображення вхiдних i вихiдних
значень змiнних. За таблицею кодових значень знаходимо логiчнi вирази
для вихiдних значень. Це вiдбувається таким чином: знаходимо в таблицi
рядки, в яких значення z1 = 1 ; за значенями кодiв аргументiв в цих
рядках будуємо логiчний вираз для z1 .

Покажемо це кодувaння лише для операцiї кон’юнкцiї, тому що для
решти операцiй воно виконується аналогiчно.

Для цiєї операцiї в таблицi кодових значень є лише один рядок, який
вiдповiдає значенню z1 = 1 . За значеннями аргументiв у цьому рядку
будуємо вираз z1 = x1x̄0y1ȳ0 , а вихiднiй змiннiй z0 = 1 вiдповiдають
рядки 2, 4 i 5. За значеннями кодiв аргументiв в цих рядках знаходимо
пiсля тотожних перетворень логiчний вираз

z0 = x0x̄1(y1ȳ0 ∨ ȳ1y0) ∨ x̄0x1ȳ1y0 .

За цими логiчними виразами будується логiкова схема реалiзацiї, яка об-
числює значення операцiї кон’юнкцiї.
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Теорема 1. Приведена реалiзацiя логiчних операцiй для тризначної ло-
гiки коректна, тобто правильно обчислює значення цих операцiй.

Доведення зводиться до розгляду правильностi реалiзацiї кожної з опе-
рацiй. Наведемо доведення лише для операцiї кон’юнкцiї, а повне дове-
дення можна знайти в роботi [3].

Операцiї x ∧ y згiдно з таблицею кодування вiдповiдає ДНФ такого
вигляду:

z0 = x̄0x1y0ȳ1 ∨ x̄1x0y1ȳ0 ∨ x̄1x0y0ȳ1 ,
яка редукується до остаточного вигляду

z0 = x̄1x0(y1ȳ0 ∨ ȳ1y0) ∨ x̄0x1y0ȳ1 ,
а для z1 = x̄0x1y1ȳ0 нiяких редукцiй виконувати не потрiбно. Саме цi
вирази i реалiзуються схемою для x ∧ y . ■

Нечiтка пропозицiйна логiка та її розв’язуванiсть

Аксiоматична система нечiткої пропозицiйної логiки, яку будемо познача-
ти FLA , включає першi три схеми аксiом L3 -логiки Лукасевича та одну
додаткову схему аксiоми FLA4 :

FLA1. P → (Q → P) ;
FLA2. (P → Q) → ((Q → R) → (P → R)) ;
FLA3. (¬P → ¬Q) → (Q → P) ;
FLA4. ((P → Q) → Q) → ((Q → P) → P) ;
Єдиним правилом виведення є modus ponens: P,P → Q ⊢ Q .
Обчислення значень формул FLA -логiки виконується за правилами 1-

7 L3 -логiки Лукасевича, якi наведенi нижче. Нехай h – iнтерпретацiя,
тобто h(P ) означає логiчне значення формули P , яке належить iнтервалу
дiйсних чисел [0,1], тобто h(P ) ∈ [0,1], тодi
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1. h(¬P) = 1− h(P) ,
2. (P ∧Q) = min(h(P), h(Q)) ,
3. (P ∨Q) = max(h(P), h(Q)) ,
4. h(P → Q) = min(1, 1− h(P) + h(Q)) ,
5. h(P ↔ Q) = min(1, 1− h(P) + h(Q), 1− h(Q) + h(P)) ,
6. h(P&Q) = max(0, h(P) + h(Q)− 1) ,
7. h(P▽Q) = min(1, h(P) + h(Q)) .

Останнi двi логiчнi зв’язки називаються чiткою кон’юнкцiєю i чiткою
диз’юнкцiєю вiдповiдно.

Процедур, якi розв’язують проблему перевiрки виконуваностi формул
FLA -логiки є декiлька. Нaйзрозумiлiшою є процедура, запропонована у
роботi [4], i яка полягає в наступному. Спочатку визначається n -значна
пропoзицiйна логiка Лукасевича для кожного натурального числа n ⩾ 3
зi значеннями з iнтервалу {0, 1

n−1 , . . . ,
n−2
n−1 , 1} , де значення формул цiєї

логiки обчислюються за вищенаведеними правилами 1 – 7.
Наступним кроком визначаються числа #O(P) , значення яких дорiв-

нюють кiлькостi входжень атомарних формул у формулi P . Наприклад,
#O(B) i #O(¬B) дорiвнює 1, а #O(B▽C) = #O(B▽B) дорiвнює 2.
Автори роботи [4] показали, що має мiсце така теорема.

Теорема 2. Якщо формула P включає лише логiчнi зв’язки заперечення
i чiткої диз’юнкцiї, то вона буде FL -тавтологiєю тодi та тiльки тодi,
коли P є Ln -тавтологiєю, де n = 2#O(P ) + 1 .

Наприклад, формула B▽¬B буде тавтологiєю FL -логiки тодi та тiль-
ки тодi, коли вона є L5 -тавтологiєю, а формула ¬B ∨ (B▽¬C) буде
FL -тавтологiїю тодi та тiльки тодi, коли вона ї L9 -тавтологiєю. Оскiльки
формули всiх логiк, якi розглядалися, будуються за допомогою логiчних
зв’язок заперечення та iмплiкацiї, то для обгрунтування такої процедури
потрiбно показати, що iмплiкацiя виражається через заперечення та чiтку
диз’юнкцiю. Але це майже очевидно, дiйсно

P → Q↔ ¬P▽Q = ¬¬P → Q↔ P → Q ,
на пiдставi закону подвiйного заперечення. Це пiдтверджується також ло-
гiчними значеннями формул:

h(P → Q) = min(1, 1− h(P ) + h(Q)) = h(¬P▽Q) =

min(1, h(¬P ) + h(Q)) = min(1, 1− h(P ) + h(Q)).

Пiсля цього множина тавтологiй довiльної пропозицiйної Ln -логiки
Лукасевича розв’язує проблему виконуваностi FL -логiки, оскiльки iснує
маханiчна процедура перетворення формул FL -логiки у формули вiдпо-
вiдної Ln -логiки. А з попереднього пiдроздiлу випливає можливiсть i апа-
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ратної реалiзацiї алгоритму перевiрки тавтологiчностi формул FL -логiки,
шляхом зведення до Ln -логiки та зануренням її в L2 -логiку.
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ДО РОЗРОБКИ ЛЮДИНО-МАШИННИХ IНТЕРФЕЙСIВ НА
ОСНОВI ЖЕСТОВОЇ IНФОРМАЦIЇ

Розглядаються проблеми побудови систем людино-машинної взаємодiї на основi жесто-
вої iнформацiї, де найбiльш важливе застосування пов’язане iз жестовою мовою людей
iз вадами слуху. Окрiм моделювання та вивчення жестової мови, розглянутi застосування
жестової iнформацiї в рiзних сферах, таких як автоматизованi робототехнiчнi системи iз
залученням оператора (для керування робототехнiчною манiпуляцiйною системою), си-
стеми доповненої або вiртуальної реальностi з розпiзнаванням рухiв для iнтерактивного
управлiння i введення iнформацiї тощо.

Ключовi слова: людино-комп’ютерний iнтерфейс, вiдеозображення, розпiзнавання
жестiв, манiпуляцiйна система.

Вступ

Для виявлення i постановки проблем розробки людино-комп’ютерних iн-
терфейсiв на основi жестової iнформацiї розглянемо такi системи на при-
кладi розпiзнавання мови жестiв методами комп’ютерного зору [1].

Жестова iнформацiї у людино-машинної взаємодiї

Задача навчання жестовим мовам є складною для людини, нарiвнi навчан-
ню природним мовам; навчання для вiльного володiння може тривати ба-
гато рокiв, оскiльки вмiння покращуються повiльно i поступово. Для при-
швидшення навчання була запропонована технологiя [2], яка поєднує iн-
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формацiю про значення жестiв в Українськiй мовi, так i про правильнiсть
показу жестових рухiв при жестикулюваннi. Отриманi рухи вiдобража-
ються в реальному часi та порiвнюються з рухами носiя жестової мови.
Для отримання положення руки застосовуються алгоритми сегментацiї
зображення. Для аналiзу траєкторiй пiд час показу жестiв застосовано ал-
горитм динамiчної трансформацiї часової шкали, що визначає подiбнiсть
жестiв мiж собою. Також була створена реалiзацiя яка вiдстежує рухи ру-
хiв без застосування алгоритмiв локалiзацiї їх на зображеннi. Вiдсутнiсть
такого компоненту, однак, не впливає суттєво на алгоритми розпiзнавання
рухiв. Для захоплення рухiв використовується датчик просторового зору
Microsoft Kinect i вiдповiдне програмне забезпечення для реконструкцiї
взаємного розташування рук i кiсток скелету. Залежно вiд реалiзацiй i ти-
пiв даних досягалась точнiсть розпiзнавання до 80-95% при вiдтвореннi
рухiв носiями жестової мови [3].

Висновки

Самi по собi жести передають рiзний сенс: лiнгвiстичний, кiнематичний
i фiзичний, але їм присутнi спiльнi властивостi – у всiх випадках рух пе-
редбачає перехiд стану множини точок поверхнi тiлi з одного положення
в iнше, i є чiтко усвiдомлюваним рухом, що асоцiюється iз певною дiєю.
Тому у людино-машинних iнтерфейсах рухам присутнi наступнi власти-
востi: рухи є природними i вiдтворюваними; iснує скiнченний набiр таких
рухiв або елементiв таких рухiв; iснує критерiй правильностi (закiнчено-
стi) виконання руху; iснує можливiсть чiтко формалiзувати як множину
рухiв; у вiдповiднiсть дослiджуваному руху можна поставити певний ета-
лон; характеристики рухiв мають однаковi порядки величин.
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ОЦIНКА НАДIЙНОСТI ПОДАННЯ ЗНАНЬ IЗ ВИКОРИСТАННЯМ
ОПТИМАЛЬНОГО ШЛЯХУ МIЖ ВЛАСТИВОСТЯМИ

У доповiдi обговорюється питання оцiнки надiйностi штучного iнтелекту, а саме мо-
делi знань, що описується за допомогою структурного подання «entitity-relationship» i
онтологiй. Розглянуто пiдхiд до побудови надiйних зв’язкiв мiж властивостями iз рiзних
доменiв знань, що ґрунтується на пошуку оптимального шляху мiж рiзними доменами
знань на пiдставi ймовiрнiсних оцiнок, таких як якiсть та надiйнiсть подання. Для пода-
ння зв’язкiв («link») мiж властивостями iз рiзних доменiв використовуються ймовiрнiснi
зв’язки, що дозволяє видобути новi зв’язки та оцiнити ступiнь надiйностi iснуючих.

Ключовi слова: модель знань, сутнiсть-вiдношення, концепти, ймовiрнiсна оцiнка,
онтологiя.

Вступ

При побудовi надiйних систем штучного iнтелекту для описання стру-
ктурних моделей знань [1], важливою є оцiнка якостi побудованих
зв’язкiв «entitity-relationship», що мiстяться в серединi домена, а також
мiж окремими доменами знань. Набiльший iнтерес проявляють зв’язки
мiж рiзними доменами знань, оскiльки дозволяє видобувати додаткову
iнформацiю iз iншого домена знань при вiдсутностi iнформацiї в окре-
мих доменах знань. Такi зв’язки можуть бути як явно вираженi, так i з
певною ймовiрнiстю, де велике значення ймовiрностi позначає сильний
зв’язок мiж рiзними властивостями, а вiдповiдно мале – його вiдсутнiсть
або незначний зв’язок. Для видобутку таких зв’язкiв можливе використа-
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ння рiзних систем опису моделей знань та певних алгоритмiв, що авто-
матизують видобуток зв’язкiв на пiдставi моделей знань.

Алгоритм подання знань iз використанням оптимального
шляху мiж властивостями

Для видобутку таких зв’язкiв можливе використання рiзних систем опи-
су моделей знань та певних алгоритмiв, що автоматизують видобуток
зв’язкiв на пiдставi моделей знань. За основу взято алгоритм оптималь-
ного транспорту [2], що в контекстi моделi знань оперує доменами 1 та
2 i будує ймовiрнiснi зв’язки мiж кожним елементом множини 1 та 2;
отриманi величини ймовiрностей показують величину надiйностi зв’язку
мiж цими множинами. При побудовi зв’язкiв важливо мати модель, що
описує концепти рiзних рiвнiв, такими як «робастнiсть», «функцiональна
надiйнiсть», «керованiсть» тощо. На кожному з рiвнiв структурнi зв’язки
матимуть рiзну вiрогiднiсть, оскiльки в кожному з концептiв зв’язки мiж
властивостями мають бiльшу важливiсть вiдносно окремо взятого конце-
пту, при цьому одна властивiсть може мати зв’язки на рiзних рiвнях з
високою ймовiрнiстю, так i мати тiльки один зв’язок. Для побудови таких
зв’язкiв використовується вiдстань Сiнкорна [2], що описує зв’язки мiж
рiзними доменами знань для окремо взятих властивостей.

Висновки

Отримання оптимального шляху мiж доменами знань дозволяє оцiнити
надiйнiсть подання iнших моделей знань, за умови використання спiль-
них концептiв, в яких оцiнюється зв’язок мiж рiзними властивостями в
моделях знань, що дозволяє реалiзувати однаковий порядок властивостей
в рiзних моделях знань. Експерименти на рiзних моделях показали ефе-
ктивнiсть такого пiдходу для оцiнки надiйностi подання знань.
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ПРО РОЗРОБКУ МЕТОДIВ МАШИННОГО НАВЧАННЯ НА
ОСНОВI ДОВIРИ ШТУЧНОМУ IНТЕЛЕКТУ

В данiй доповiдi представленi дослiдження з розробки методiв машинного навчання,
орiєнтованих на практичне використання в системах штучного iнтелекту та в систе-
мах прийняття рiшень, що характеризуються високою вiдповiдальнiстю та довiрою до
прийнятих рiшень. Значне використання засобiв штучного iнтелекту в широкому спе-
ктрi практичних застосувань та пiдвищення його важливостi та впливовостi в життi, як
окремої людини так людства в цiлому, призвело до актуалiзацiї цiлого ряду питань щодо
створення нової дiйсностi, в якiй штучнiй iнтелект вiдiграє значну а в окремих випад-
ках вирiшальну роль. Приведенi методи машинного навчання для забезпечення довiри
штучному iнтелекту на прикладному рiвнi.

Ключовi слова: машинне навчання, довiра штучному iнтелекту, ансамблi моделей,
кластеризацiя, прийняття рiшень.

Вступ

В зв’язку з наявною актуальнiстю щодо формалiзацiї вимог стосовно за-
собiв обчислювального iнтелекту в 2019 роцi Група експертiв високого
рiвня зi штучного iнтелекту (AI HLEG), створена Європейською комiсi-
єю, розробила та опублiкувала Етичнi рекомендацiї стосовно Довiри шту-
чному iнтелекту [1]. Обчислювальна система, яка розробляється, впрова-
джується, або використовується, повинна вiдповiдати ряду високорiвне-
вих концептiв, як зазначено в етичних рекомендацiях для забезпечення
довiри штучному iнтелекту (ШI). Довiра є визначальною умовою викори-
стання обчислювального iнтелекту при отриманi вiдповiдальних рiшень
на основi обробки масивiв даних. Довiра є складовою частиною етичного
штучного iнтелекту [2].
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Довiра штучному iнтелекту як основа прийняття ефе-
ктивних рiшень

Вiдзначимо, що поряд з концептами етики важливою частиною є технi-
чна складова обчислювальних систем, заснованих на методах ШI, для
прийняття ефективних рiшень. Дослiджено наступнi рiвнi: фiзичний –
практичне втiлення з системами отримання iнформацiї з давачiв i довiра
до цiєї iнформацiї; iнфраструктурний – побудова систем взаємодiї, пе-
редачi та обробки даних; прикладний – розробка програмних систем та
реалiзацiї методiв обробки даних на основi довiри до отриманих резуль-
татiв. Це є визначальною складовою ефективностi застосування систем
прийняття рiшень в напрямi довiри користувачiв i осiб, якi приймають рi-
шення до отриманих результатiв, що забезпечується методами машинного
навчання, якi дозволяють реалiзувати прикладний рiвень.

Результати i експериментальнi випробування

Розроблено методи машинного навчання, якi дозволяють забезпечити до-
вiру до прийнятих рiшень на прикладному рiвнi. Дослiджувались базо-
вi принципи довiри, якi стали основою розроблених методiв. Поряд з
тим, забезпечувалось дотримання концептiв довiри на рiвнi методiв i
прийнятих рiшень та даних, вдалось забезпечити якiсть прийняття рi-
шень на високому рiвнi. В основi методiв машинного навчання покла-
дений розроблений пiдхiд з використанням ансамблiв моделей та класи-
фiкацiї на основi iєрархiчної кластеризацiї [3]. Проведенi експерименти
показали ефективнiсть пропонованого пiдходу з точки зору показникiв
якостi прийнятих рiшень та забезпечення вимог довiри ШI.

Список використаних джерел

[1] High-level expert group on artificial intelligence set up by the
European Commission. Ethics guidelines for trustworthy AI. 2019. Url:
https://op.europa.eu/en/publication-detail/-/publication/d3988569-0434-
11ea-8c1f-01aa75ed71a1.

[2] Manziuk E.A., Barmak O.V., Krak I.V., Mazurets O.V., Skrypnyk T.K.
Formal Model of Trustworthy Artificial Intelligence Based on Standardi-
zation. CEUR Workshop Proceedings. 2021. Vol. 2853. P. 190–197.

[3] Manziuk E.A., Wojcik W., Barmak O.V., Krak I.V., et al. Approach to
creating an ensemble on a hierarchy of clusters using model decisions
correlation. Przeglad Elektrotechniczny. 2020. Vol. 96, No 9. P. 108–113.



УДК 004.912

Марченко О.О., Насiров Е.М.
1 д. ф.-м. н., професор кафедри математичної iнформатики Київського нацiонального

унiверситету iменi Тараса Шевченка
3 к. ф.-м. н., науковий спiвробiтник вiддiлу iнтелектуалiзацiї iнформацiйних технологiй
Мiжнародного науково-навчального центру iнформацiйних технологiй та систем НАНУ
та МОН України

e-mail: 1 rozenkrans17@gmail.com, 2 enasirov@gmail.com

БЛОЧНО-ДIАГОНАЛЬНИЙ ПIДХIД ДО НЕВIД’ЄМНОЇ
ФАКТОРИЗАЦIЇ РОЗРIДЖЕНИХ ЛIНГВIСТИЧНИХ МАТРИЦЬ

НАДВЕЛИКОЇ РОЗМIРНОСТI

В роботi описано алгоритми невiд’ємної факторизацiї розрiджених матриць та тензо-
рiв, популярну технологiю в штучному iнтелектi взагалi, та в комп’ютернiй лiнгвiстицi
зокрема. Наведено iснуючi пiдходи до факторизацiї матриць та тензорiв. Запропонова-
но використання латентного розподiлу Дiрiхле для приведення матриць та тензорiв до
блочно-дiагональної форми для паралелiзацiї та пришвидшення невiд’ємної факториза-
цiї лiнгвiстичних матриць та тензорiв надвеликої розмiрностi. Використання пам’ятi та
мережевих операцiй було проаналiзовано та оптимiзовано.

Ключовi слова: штучний iнтелект, комп’ютерна лiнгвiстика, паралельнi обчисле-
ння.

Вступ

Сьогоднi невiд’ємна факторизацiя матриць та тензорiв є дуже популяр-
ною технологiєю в штучному iнтелектi взагалi, та в комп’ютернiй лiнгвi-
стицi зокрема. Використовуючи невiд’ємну факторизацiю в рамках пара-
дигми латентно-семантичного аналiзу, комп’ютернi лiнгвiсти застосову-
ють даний пiдхiд для розв’язання таких прикладних задач, як класифiка-
цiя, кластеризацiя текстiв та термiнiв [1, 2], побудова мiр семантичної
близькостi[3], автоматичне видiлення лiнгвiстичних структур та вiдно-
шень (Selectional Preferences [4] та Verb Sub-Categorization Frames [5]) i
багато iнших. Дана робота описує побудову моделi паралелiзацiї обчи-
слення невiд’ємної факторизацiї розрiджених матриць надвеликої розмiр-
ностi, що представляє особливий iнтерес та актуальнiсть з точки зору її
застосування у великих NLP системах загального тематичного призначе-
ння, не обмежених використанням лише для вузьких предметних обла-
стей. Задача невiд’ємної факторизацiї розрiджених матриць та тензорiв
надвеликої розмiрностi постала в процесi розробки системи визначення
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мiри семантичної близькостi-зв’язностi за технологiєю Латентного Се-
мантичного Аналiзу[6]. Для побудови системи був оброблений великий
текстовий корпус статей англомовної Вiкiпедiї.

Алгоритм невiд’ємної матричної факторизацiї

Алгоритм невiд’ємної матричної факторизацiї виконує декомпозицiю не-
вiд’ємної матрицi V розмiру [n ; m ] у добуток невiд’ємних матриць
W та H розмiрами [n ; k ] та [k ; m ] вiдповiдно, таким чином, щоб
V ≈ WH . Мета алгоритму – мiнiмiзувати функцiю оцiнки, яка кiлькiсно
визначає якiсть наближення. В якостi такої функцiї може бути використа-
на функцiя вимiру вiдстанi мiж двома невiд’ємними матрицями. Однiєю
з таких мiр є квадрат Евклiдової метрики мiж матрицями V та WH :

µ(V,W,H) =
n∑
i=1

m∑
j=1

(Vi,j − (WH)i,j)
2 .

В роботi [7], автори запропонували простий iтеративний алгоритм, що
дозволяє отрмати наближенi матрицi W and H . Вiн складається з двох
послiдовних правил оновлення матриць W та H (1) та (2) вiдповiдно.

(Wt)ij = (Wt−1)ij
(V HT

t )ij
(Wt−1HtHT

t )ij
(1)

(Ht)ij = (Ht−1)ij
(W T

t−1V )ij

(W T
t−1Wt−1Ht−1)ij

(2)

В (1) та (2), Ht та Wt – це матрицi отриманi на iтерацiї t . Матрицi
H0 та W0 iнiцiалiзуються випадковими значеннями з [0; 1). Алгоритм
продовжується до тих пiр, поки не буде досягнуто стацiонарної точки або
не буде виконано задану максимальну кiлькiсть iтерацiй.

Блочно-дiагональний пiдхiд до факторизацiї матриць

Cуть методу полягає у переходi вiд необхiдностi факторизувати надвели-
кий розрiджений лiнгвiстичний тензор або матрицю до невiд’ємної фа-
кторизацiї набору лiнгвiстичних тензорiв та матриць значно зменшеного
розмiру.

Розрiдженiсть матриць та тензорiв дозволяє привести їх до блочно-
дiагональної форми за допомогою перестановок шарiв в тензорах або
рядкiв та стовпчикiв в матрицi, змiнюючи базис факторизацiї. У випадку,
коли слово може належати декiльком блокам, слово може бути роздiлене
на двi копiї, що вiдповiдатимуть одному слову.
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Рис. 1: Графiчне представлення матрицi блочно-дiагонального виду.

Рис. 2: Необхiдний час для факторизацiї матриць рiзних розмiрiв.

Переваги такого пiдходу:

� Не потрiбно мережевих операцiй на кожнiй iтерацiї. Необхiдно ли-
ше початкове розподiлення блокiв матрицi або тензора мiж вузлами.

� Швидша збiжнiсть. На Рис. 2 показано час необхiдний для факто-
ризацiї квадратних тензорiв рiзних розмiрiв вiдповiдно, в один по-
тiк без використання GPU. На Рис. 3 показано необхiдну кiлькiсть
iтерацiй для невiд’ємної факторизацiї квадратних матриць рiзних
розмiрiв.

� Зменшення k , а отже, i зменшення розмiрiв результатiв та об’ємiв
необхiдних даних для зберiгання в пам’ятi пiд час iтерацiй.

� Швидший пiдрахунок функцiї оцiнки µ . Швидший пiдрахунок до-
бутку W ×H , оскiльки зменшується k , а отже, i розмiри матриць
W та H . Кiлькiсть елементiв для пiдрахунку функцiї оцiнки менша
в N разiв, кiлькiсть необхiдних перевiрок менша, так як зменшує-
ться загальна кiлькiсть iтерацiй.

� При цьому також гарантовано ефективно пiдтримується масштабо-
ванiсть моделi. Тобто для її розширення та збагачення новими дани-
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Рис. 3: Необхiдна кiлькiсть iтерацiй для факторизацiї матриць рiзних розмiрiв.

ми з додаткових текстових корпусiв немає необхiдностi виконувати
невiд’ємну факторизацiю всього надвеликої матрицi з самого поча-
тку. Обчислення виконуються лише на окремих блоках лiнгвiсти-
чної матрицi з подальшою модифiкацiєю тiльки вiдповiдних фра-
гментiв векторiв моделi.

� Швидке вiдновлення значень пiсля факторизацiї. Всi ненульовi зна-
чення розподiленi тiльки по дiагональним блокам, тому всi значе-
ння що знаходяться поза дiагональними блоками не можуть бути
вiдмiннi вiд 0. Для отримання значення достатньо вiдновлення зна-
чення лише в блоках входження слiв. У випадку зведеної до блочно-
дiагональної матрицi, в результатi факторизацiї окремих блокiв для
кожного слова буде отримано один або декiлька рядкiв та iдентифi-
катор блоку в якому це слово знаходиться. При вiдновленнi, якщо
слово та стаття знаходяться в рiзних блоках – результатом буде 0,
iнакше результатом буде добуток вiдповiдних рядка та стовпчика.

Недолiком запропонованого методу є те, що створення копiй слiв при
групуваннi необхiдних ненульових комiрок матрицi в блоки вiдбувається
випадковим чином та може призвести до створення багатьох копiй одного
слова.

Приведення розрiджених матриць до блочно-
дiагонального виду

Розрiдженiсть матриць та тензорiв дозволяє спробувати привести їх до
блочно-дiагональної форми концентруючи ненульовi значення в дiаго-
нальних блоках за допомогою перестановок шарiв в тензорах або рядкiв
та стовпчикiв в матрицях.
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Рис. 4: Розщеплення вектору валентностi слова Bank.

Проте не кожна розрiджена матриця може бути зведена до блочно-
дiгональної форми перестановками рядкiв та стовпчикiв, i може бути
отримана блочно-дiагональна форма з обрамленням (Рис. 1). Простим
прикладом може бути слово «Слово», яке може зустрiчатись з будь-яким
iншим словом в реченнях, наприклад, в яких описуються кiлькостi голо-
сних та приголосних лiтер в словi: «Слово корпорацiя мiстить 5 голосних
та 5 приголосних лiтер.» А отже вектор цього слова «Слово» може бути
цiлком щiльний.

Для вирiшення такої проблеми для лiнгвiстичних матриць та тензорiв
може бути використана непритаманна для звичайних матриць особливiсть
пов’язана з особливостями природньої мови.

Слово може мати декiлька значень та використовуватись у декiль-
кох темах. Тому можна припустити розщеплення векторiв семантико-
синтаксичної валентностi слiв на складовi вектори його окремих значень.

Так, наприклад, слово англiйської мови Bank може бути використано в
наступних значеннях:

� Bank – банк, фiнансова установа.
� Bank – берег рiчки.

Тодi може бути створена копiя слова для iншого значення, а вектор
семантико-синтаксичної валентностi розщеплений на два вектори, що вiд-
повiдають рiзним значенням (Рис. 4). Таким чином, для кожного значення
буде отримано власний вектор:
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Vbank = Vbank_$ + Vbank_river =
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(3)

Отже, у випадку, коли слово може належати декiльком блокам, векто-
р/слово може бути роздiлене на двi копiї, що вiдповiдатимуть одному
слову.

У випадку зведення матрицi до блочно-дiагонального виду з темати-
чними дiагональних блокiв, можна зробити припущення, що слово може
використовуватись не тiльки в рiзних значеннях, але й з одним значенням
хоча i в текстах рiзних тематик. Отже будь-який вектор слова може бу-
ти розкладений на суму векторiв, що вказують на семантико-синтаксичну
валентнiсть слiв у вiдповiднiй тематицi.

Таким чином, щоб вiдновити початкове значення з вихiдної матрицi,
необхiдно знайти суму значень для всiх можливих значень слiв. А отже,
буде вiдновлено частоту вживання слова у всiх його значеннях та у всiх
тематиках.

При побудовi дiагональних блокiв розщепленням слiв, аналiзуючи їх
входження до рiзних блокiв додатково можна робити припущення про на-
явнiсть у слова декiлькох значень, широту вживаностi в рiзних тематиках
текстiв. Також з’являється можливiсть дослiджувати частоту вживаностi
комбiнацiй слiв в рiзних тематиках.

Для перевiрки швидкодiї була обрана матриця Пiдмет-Присудок розмi-
рами [8537;7234] яка була зведена до блочно-дiагонального вигляду. Та-
ким чином було отримано 3 дiагональних блоки розмiрами [2304;1847],
[2523;2235], [3729;3212]. Час витрачений на факторизацiю початкової ма-
трицi - 1095 секунд. Для факторизацiї дiагональних блокiв знадобилось
21, 35 та 56 секунд вiдповiдно.

Таких чином, з наведених даних видно, що навiть на не великих розмi-
рах матриць запропонований пiдхiд дозволяє зменшити час факторизацiї
на 89% зi збереженням точностi. При цьому факторизацiя окремих дiаго-
нальних блокiв може бути виконана паралельно на рiзних обчислюваль-
них вузлах.
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Висновки

Запропоновано блочно-дiагональний пiдхiд до факторизацiї невiд’ємних
розрiджених лiнгвiстичних матриць, якi можуть бути зведенi до блочно-
дiагональної форми. Цей пiдхiд може прискорити факторизацiю, потребує
менше мережевих операцiй та пам’ятi для iтерацiй i зберiгання результа-
тiв. Суть методу полягає у переходi вiд необхiдностi факторизувати на-
двелику розрiджену лiнгвiстичну матрицю до невiд’ємної факторизацiї
набору лiнгвiстичних матриць значно зменшеного розмiру. Запропоно-
вано розщеплення векторiв семантико-синтаксичної валентностi слiв на
складовi вектори їх окремих значень для зведення лiнгвiстичних матриць
до блочно-дiагональної форми. Запропонований пiдхiд продемонстрував
значне зменшення часу факторизацiї та необхiдних ресурсiв.
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ДОСЛIДЖЕННЯ ПЕРЕВАГ ЗАСТОСУВАННЯ ГРАФIКIВ У
СИСТЕМI LATEX ПРИ ОФОРМЛЕННI НАУКОВИХ ПРАЦЬ

В статтi наведенi якiснi переваги використання системи LATEX як засобу створення мате-
матичних i технiчних текстiв для публiкацiї в наукових виданнях. В роботi дослiджено
актуальнiсть застосування мови розмiтки даних та пакетiв макросiв TEX для високоякi-
сного оформлення графiкiв математичних функцiй.

Ключовi слова: TEX, LATEX, верстка, TikZ.

Вступ

Сьогоднi одним з найпоширенiших засобiв дiяльностi людини є
iнформацiйно-комунiкацiйнi технологiї, якi стають могутнiм каталi-
затором i визначальним джерелом об’єктивного розвитку iнформацiйного
суспiльства [1]. Iнформатизацiя суспiльства – це iнтелектуальний i
матерiальний процес, спрямований на створення глобальної iнфрастру-
ктури сучасних засобiв опрацювання, зберiгання, розповсюдження i
застосування iнформацiї, яка стає стратегiчним ресурсом суспiльства
[2]. Формування в тих, хто навчається, iнформацiйної компетентно-
стi стало одним з основних прiоритетiв сучасної освiти, який має
загально-навчальний i загально-iнтелектуальний характер.

В процесi навчання студенти неминуче стикаються з проблемою
оформлення результатiв своїх дослiджень: лабораторнi та практичнi ро-
боти, реферати, квалiфiкацiйнi роботи, науково-дослiдницька дiяльнiсть,
творчi проєкти тощо [3]. За останнi роки у багатьох вишах для оформ-
лення звiтiв до лабораторних робiт, курсових робiт та проєктiв, а також
випускних квалiфiкацiйних робiт студентiв заохочують до використан-
ня системи оформлення документiв LATEX. Зручнiсть полягає у тому, що
спираючись на шаблон, студенти якiсно оформлюють звiти до своїх ро-
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бiт та пояснювальнi записки, оскiльки вписати свої персональнi данi у
розроблену форму зовсiм не складно, а викладачi отримують оформленi
за стандартами вiдповiднi роботи. Цi практичнi навички дозволять мо-
лодим науковцям з легкiстю готувати весь спектр наукових публiкацiй
(препринти, статтi в мiжнародних реферованих журналах, уснi доповiдi
на семiнарах та конференцiях, постери та презентацiї для конференцiй) з
найвищою якiстю, високою сумiснiстю створених робiт i в ногу з часом, а
також привчатиме їх до структурування й методичностi власної наукової
роботи.

Одним з найскладнiших елементiв оформлення робiт є побудова в них
графiкiв функцiй рiзних видiв. Ця робота присвячена опису побудови рi-
зноманiтних графiкiв функцiй за допомогою пакетiв видавничої системи
LATEX.

Характеристики пакетiв для побудови графiкiв функцiй

На сьогоднiшнiй день, поширеною альтернативою, що допомагає дотри-
муватися стандартiв журналiв, iндексованих Scopus i Web of Science є
стандарт видавничої системи LATEX. Цю систему використовують для
створення наукових документiв, написання книжок, а також багатьох
iнших форм публiкацiй. Вона дозволяє не тiльки створювати красиво
оформленi документи, але й надає користувачам можливiсть дуже швидко
реалiзовувати такi складнi елементи друкованого набору, як математичнi
вирази, таблицi, посилання та бiблiографiї, отримуючи узгоджену розмi-
тку по всiх роздiлах вихiдного документу [4-6].

Переваги LATEX:
� високоякiсне верстання – текст виглядає «як в книжцi»;
� зручна робота зi складними математичними формулами;
� вiдмiнна крос-платформна сумiснiсть;
� автоматизацiя багатьох рутинних процесiв:

– нумерацiя формул, рисункiв, таблиць, роздiлiв документу;
– органiзацiя перехресних посилань;
– створення колонтитулiв;
– оформлення стилiв заголовкiв тощо;

� широке коло користувачiв та розробникiв;
� пакети розширення «на всi випадки життя».

Недолiки LATEX:
1. Для друку LATEX-документiв на паперi потребен принтер високої

якостi.
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2. LATEX не є системою типу WYSIWYG (що друкую – те й бачу):
створення документу та перегляд того, як виглядає документ при
друцi є рiзними операцiями.

Видавнича система LATEX є стандартом у науковому свiтi й орiєнтована
на читача, котрому в своїй дiяльностi необхiдно готувати видання високої
якостi, тексти яких мiстять формули, графiки, кольоровi дiаграми, iлю-
страцiї, а також на фахiвцiв з комп’ютерної графiки. Найкращi математи-
чнi, фiзичнi та економiчнi журнали видаються в LaTeX й рекомендують
авторам використовувати цю систему для пiдготовки рукописiв. Iснує ве-
лика кiлькiсть рiзноманiтних систем для побудови графiкiв функцiй та
вiзуалiзацiї даних, починаючи вiд електронних таблиць Excel i закiнчую-
чи системами комп’ютерної математики (СКМ) Matematica i Maple. До-
речi, СКМ Maple має вбудованi команди експорту математичних формул
та графiкiв функцiй в LATEX.

Видавнича система LATEX має зручнi пакети для графiчних побудов.
TEX дозволяє будувати зображення безпосередньо в тiлi документу. Для
цього в мiсцi розташування iлюстрацiї описують алгоритм побудови зо-
браження, яке будуватиметься на етапi компiляцiї. Таким чином LATEX пе-
ребирає на себе функцiї графiчного редактора.

Можливостi, якi має вбудоване оточення picture надто обмеженi; пакет
PStricks орiєнтовано на мову PostScript (не працює з pdflatex); система
MetaPost є найпотужнiшою зi всiх у цьому напрямку, але вона функцiонує
з використанням окремого iнтерпретатора. Одним з пакетiв, що активно
розвивається i є зручним, є пакет PGF/TikZ, що написано професором
Тилем Тантау (Till Tantau), спiвробiтником iнституту теоретичної iнфор-
матики Любекського унiверситету, у 2007 роцi.

Ця система має три iнтерфейсних рiвнi:

� Системний рiвень (PGFSys) складають команди, якi безпосередньо
здiйснюють вимальовування зображення. Команди цього рiвня мо-
жуть використовуватися в модулях, але не в вихiдному документi,
тобто користувач не взаємодiє з цим рiвнем безпосередньо.

� Базовий рiвень (PGF – назва PGF є абревiатурою перших лiтер фра-
зи portable graphics format (графiчний формат, який переносять)) –
це надбудова над системним рiвнем, яка реалiзує всi можливостi
модуля PGF/TikZ. Команди цього рiвня мають TEX синтаксис, та є
доступними користувачевi. Область застосування iнтерфейсу PGF –
створення нових макросiв i процедур, а також взаємодiя з iншими
модулями. Модуль PGF пiдключають командою \usepackage{pgf}.

� Рiвень користувача (TikZ – це рекурсивний акронiм, що розшифро-
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вують як TikZ ist kein Zeichenprogramm (нiм. TikZ не є програмою
для малювання). TikZ це лише оболонка (малює PGF) – це обо-
лонка, що забезпечує зручний iнтерфейс для кiнцевого користувача.
TikZ пiдключають за допомогою команди \usepackage{tikz}. Пiд час
пiдключення також стають доступними всi команди PGF [6].

Пакет TikZ надає кiлька рiзних iнтерфейсiв для побудови графiкiв.

Приклади застосування

Для побудови графiкiв функцiй в LATEX найчастiше використовують або
примiтив plot, або команду addplot з оточення axis. Найзручнiшою є ко-
манда addplot, яка мiстить всi опцiї примiтиву plot i ще низку додаткових
опцiй. Використовуючи код [8] можна побудувати графiки рiзноманiтних
функцiй як двовимiрних

\begin{tikzpicture}[domain=0:4,
scale=0.75]
\begin{axis}
[xlabel={$x$}, ylabel={$y$},
grid=major, legend pos={north
west}]
\addplot +[draw=red,mark=none,
ultra thick]{x};
\addlegendentry{$y=x$}
\addplot +[draw=blue,mark=none,
ultra thick]{sin(deg(x))};
\addlegendentry{$y=sin(x)$}
\addplot +[draw=orange,mark=none,
ultra thick]{0.05*exp(x)};
\addlegendentry{$y=e^x$}
\end{axis}
\end{tikzpicture}
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так i тривимiрних поверхонь [9]

\begin{tikzpicture}
\begin{axis}
\addplot3[surf][domain=-2:2]
{x^2*exp(-x^2-y^2)};
\end{axis}
\end{tikzpicture}
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та графiкiв
\begin{tikzpicture}
\begin{axis}[samples=30,domain=0:10, xlabel={$x$},
zmin=0,zlabel={$z$}, samples y=0, ytick={-4,-3,-2,
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-1,0,1,2},ylabel={$y$}, area plot/.style={
fill opacity=0.5, draw=red, fill=blue!50,mark=none,smooth}]
\addplot3 [area plot,fill=yellow!50] (x,2,{1/(1+x/2)^3});
\addplot3 [area plot] (x,-1,{x*exp(-x/2)/2^(x/2+1)});
\addplot3 [area plot] (x,1,{exp(-x/2)/2});
\addplot3 [area plot,domain=-5:10] (x,0,{normal(2,1)});
\addplot3 [area plot,domain=-5:10](x,-2,{1.329/sqrt(4*pi)/
(1+x^2/4)^2.5)}); % Стьюдента
\addplot3 [fill opacity=0.5,draw=red,fill=pink!50,mark=none]
coordinates{(-1,-3,0) (0,-3,0.5) (3,-3,0)}; % трикутний
\addplot3 [fill opacity=0.5,draw=red,fill=lime!50,mark=none]
coordinates{(-4,-4,0) (-4,-4,0.15) (7,-4,0.15) (7,-4,0)};
\end{axis}
\end{tikzpicture}

−

−
−
−
−

Пiд час теоретичних дослiджень часто доводиться використовувати функцiї, що за-
данi параметрично. Використання пакету TikZ значно спрощує їх побудову. Нижче на-
ведено одну з фiгур Лiсажу

\begin{tikzpicture}
\begin{axis}
\addplot +[mark=none,ultra
thick,samples=100,domain=0:2*pi]
({cos(deg(2*x))},{sin(deg(6*x))});
\end{axis}
\end{tikzpicture}
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Пiд час наукових дослiджень аналiтичне зображення залежностей, що вивчають, не
є вiдомими. Однак можна виявити певнi її значення пiд час експериментальних дослi-
джень. У цьому випадку ми матимемо множину експериментальних точок у виглядi
таблицi або файлу прийнятного формату, найчастiше txt. Подiбнi графiки будуються
через з’єднання точок, для надання такому графiку плавностi, використовують опцiю
smooth.
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\begin{tikzpicture}
\begin{axis}[xlabel={$x$},
ylabel={$p$}, axis lines=middle,
xstep=1,ystep=0.1,grid=major,
mark=none]
%задаються координати точок для
побудови графiка
%координати точок задаються у
форматi:
(х,у)
\addplot coordinates
{(1,0.1) (2,0.2) (3,0.4) (4,0.1)
(5,0.2)};
\end{axis}
\end{tikzpicture}
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Наведенi приклади є наочними i зручними для використання пiд час оформлення
результатiв дослiджень.

Висновки

Таким чином, використання видавничої системи LATEX та пакету розширення TikZ надає
широкi можливостi щодо оформлення науково-технiчних документiв, зокрема з вiзуалi-
зацiї двох- та тривимiрних даних.
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ДАНИХ ВIДКРИТИМИ КАНАЛАМИ ЗВ’ЯЗКУ

Описано алгоритм пiдвищення iнформацiйної безпеки даних, який передбачає шифрува-
ння iнформацiї та приховування даних у стегоконтейнерi. В якостi стегоконтейнеру за-
пропоновано використовувати стохастичнi фрактали «Плазма». Шифрування даних вiд-
бувається алгоритмом RSA, а приховування зашифрованого повiдомлення здiйснюється
в молодших бiтах фрактала методом LSB.

Ключовi слова: криптографiя, стеганографiя, фрактал.

Вступ

Передача iнформацiї, а особливо конфiденцiйної, вiдкритими каналами
зв’язку завжди супроводжується ризиком атаки на неї. Тому для збереже-
ння даних, а також забезпечення обмеженого доступу до них, використо-
вують два способи програмного захисту: криптографiчнi та стеганографi-
чнi методи.

Сутнiсть криптографiчного захисту полягає в тому, що iнформацiя за-
шифровується певним алгоритмом в нечитабельний формат. Стеганогра-
фiчний захист – це приховування самого факту iснування iнформацiї шля-
хом вбудовування її в цифровi об’єкти (контейнери). Поєднання цих ме-
тодiв забезпечує надiйнiсть передачi даних та дозволяє зберегти її конфi-
денцiйнiсть.

Математична модель

В загальному випадку стегосистему можна представити як сукупнiсть
контейнерiв, повiдомлень та перетворень, що їх зв’язують.

Припустимо, що в якостi повiдомлення передаються згенерованi ви-
падковим чином данi: логiн i пароль. Завжди контейнери обираються та-
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ким чином, щоб заповнений контейнер майже не вiдрiзнявся вiд поро-
жнього контейнера. В якостi вiзуальних контейнерiв можуть використо-
вуватися фрактали. Серед поширених фракталiв видiляють три основнi
групи: алгебраїчнi, геометричнi та стохастичнi.

Алгоритмiчна модель для безпечної передачi даних через вiдкритий
канал зв’язку передбачає реалiзацiю п’яти етапiв: генерацiя логiна i па-
роля; побудова стохастичного фрактала «Плазма»; шифрування логiна i
пароля алгоритмом RSA; приховування зашифрованого повiдомлення в
молодших бiтах зображення фрактала методом LSB (Least Significant Bi-
ts); вiдправлення зображення на електронну адресу користувача; розши-
фрування та витягування логiну та паролю з фрактала «Плазма».

Для побудови стохастичного фракталу «Плазма» використовується ал-
горитм Diamond Square [1]. Спочатку чотирьом кутам квадрата присвою-
ються випадковi величини. Пiсля того, як заданi межi квадрата, вiн роз-
бивається на чотири рiвних квадрати, в кожному з яких вiдомо значення
одного з кутiв. Значення висоти центральної точки – сума усереднення
висот всiх чотирьох кутових точок i випадкового значення (шуму), що
зображено на рис. 1.

Рис. 1: Алгоритм Diamond Square: а) висота в кутових точках; б) значення в центральнiй
точцi; в) значення на серединах сторiн.

Алгоритм RSA складається з 4 етапiв [2]: генерацiї ключiв, шифрува-
ння, розшифрування та розповсюдження ключiв. Безпека алгоритму RSA
побудована на принципi складностi факторизацiї цiлих чисел. Алгоритм
використовує два ключi – вiдкритий (public) i закритий (private), разом
вiдкритий i вiдповiдний йому закритий ключi утворюють пари ключiв
(keypair). Якщо повiдомлення було зашифровано вiдкритим ключем, то
розшифрувати його можна тiльки вiдповiдним закритим ключем.

Сутнiсть методу замiни найменш значущого бiта LSB полягає в прихо-
вуваннi iнформацiї шляхом змiни останнiх бiтiв зображення, якi кодують
колiр на бiти приховуваного повiдомлення. У форматi BMP зображення
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зберiгається як матриця значень вiдтiнкiв кольору для кожної точки зо-
браження.

Для реалiзацiї наведеного алгоритму приховування та шифрування да-
них був спроєктований та розроблений вiдповiдний програмний модуль.

Дiаграма варiантiв використання модуля для генерацiї окремих еле-
ментiв стеганографiчної системи наведена на рис. 2.

Рис. 2: Дiаграма варiантiв використання.

На данiй дiаграмi дiйовими особами або акторами є вiдправник та
отримувач таємного повiдомлення. Зв’язком простої асоцiацiї актор «Вiд-
правник» пов’язаний з прецедентами «Генерацiя рандомного фрактала»
i «Генерацiя логiна i пароля». При виборi «Генерацiя рандомного фра-
ктала» вiдправник може приховати данi в зображення, вiдправити зобра-
ження на пошту. При цьому введення електронної пошти отримувача є
обов’язковою дiєю, а введення тексту листа – нi. При виборi варiанту
«Генерацiя логiна i пароля» вiдправник може зашифрувати данi та вiдпра-
вити таємний ключ отримувачу. Приховування iнформацiї в зображеннi
неможливе без шифрування даних, якi були згенерованi на етапi зв’язку
простої асоцiацiї «Генерацiя логiна i пароля». Зв’язком простої асоцiацiї
актор «Отримувач» пов’язаний з прецедентами «Отримання зображен-
ня через пошту» i «Отримання таємного ключа через захищений канал».
Отримання зашифрованих даних включає в себе введення таємного клю-
ча та завантаження зображення.

Приклад роботи модуля наведений на рис. 3.
На вкладцi «Приховування даних» проходить повний цикл дiй для

отримання готового зображення iз зашифрованими даними для ролi «Вiд-
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Рис. 3: Генерацiя логiну та паролю.

правник». На початку треба натиснути на кнопку «Створити фрактал» для
генерацiї стохастичного фрактала «Плазма». Пiсля вiдображення фракта-
лу на формi для генерацiї логiну та паролю потрiбно натиснути на кно-
пку «Генерувати данi». Данi невидимi для вiдправника, захищенi зiрками.
Наступним кроком циклу дiй для отримання готового зображення iз за-
шифрованими даними (приховування даних) буде шифрування логiну та
паролю методом RSA. Для цього треба натиснути на кнопку «Шифрува-
ти». Пiсля цiєї дiї нижче кнопки з’являється вiдкритий та закритий ключi.
Закритий ключ передається користувачу через захищений канал зв’язку.
Пiсля шифрування треба натиснути на кнопку «Приховати». Вiдбудеться
приховування даних у останнi бiти згенерованого ранiше фракталу ме-
тодом LSB, растрування та зберiгання зображення. Для вiдправки збе-
реженого зображення на електронну пошту треба натиснути на кнопку
«Вiдправити на пошту».

На вкладинцi «Витягування даних» проходить повний цикл дiй для
отримання логiна та пароля для ролi «Отримувач». На початку треба пе-
рейти до своєї електронної пошти та знайти там вiдповiдне повiдомлення
з прикрiпленим зображенням (рис. 4). Повiдомлення повинно мати: тему
«Фрактал», текст, який надрукував «Вiдправник», а також прикрiплений
малюнок стохастичного фрактала «Плазма».

Далi потрiбно натиснути на кнопку «Дешифрування» для того, щоб
система почала витягувати данi з зображення, а потiм дешифрувати за
допомогою закритого ключа. Пiсля описаних вище дiй в полях «Логiн»
та «Пароль» з’являться переданi користувачевi вхiднi данi.
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Рис. 4: Повiдомлення, яке прийшло на e-mail отримувача.

Висновки

Отже, в умовах необхiдностi пiдвищення iнформацiйної безпеки даних,
що передаються вiдкритими каналами зв’язку доцiльно поєднувати кри-
птографiчнi та стеганографiчнi методи, генеруючи при цьому для пiдви-
щення якостi приховування даних контейнери – стохастичнi фрактали.
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Вступ

Основною проблемою теоретичної кiбернетики є проблема взаємодiї ке-
руючої та керованої систем (керуючого автомата та його операцiйного се-
редовища) [1, 2]. Взаємодiя таких систем часто представляється як процес
пересування автомата на графi або лабiринтi середовища [3, 4]. Однiєю з
центральних та актуальних як в теоретичному, так i в прикладному аспе-
ктах проблем, якi виникають при дослiдженнi взаємодiї автоматiв та гра-
фiв, є проблема аналiзу або розпiзнавання властивостей графа за рiзної
апрiорної iнформацiї та за рiзних способiв взаємодiї автомата та графа.
Один iз пiдходiв до розв’язання цiєї проблеми ґрунтується на тому, що
операцiйне середовище розглядається як граф з позначеними вершинами.

В роботi розглядається наступна задача. Апрiорi вiдомо що усi вер-
шини нескiнченого (в усi сторони) графа двовимiрної квадратної решi-
тки позначено позначками з деякої вiдомої множини, але конкретна фун-
кцiя розмiтки невiдома. Графохiдний автомат встановлюється на довiль-
нiй вершинi цього графа. На свiй вхiд автомат отримує iнформацiю щодо
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позначок поточної вершини та вершин з її околу. Виходом автомата є
пересування на сумiжну вершину, яку вiн вибирає за її позначкою. Завда-
нням автомата є визначення двох двiйок протилежних напрямкiв на укла-
даннi графа на цiлочисельну решiтку, або розпiзнавання розмiтки. Пiсля
такого розпiзнавання автомат отримує можливiсть спрямовано пересува-
тися на графi.

Означення

Нехай Z позначає множину усiх цiлих чисел, а N – множину усiх нату-
ральних чисел.

Ми використовуватимемо стандартну термiнологiю для графiв (за до-
вiдками вiдсилаємо читача до [5]). Нескiнченим в обидвi сторони графом
шляху називається нескiнчене дерево, кожна вершина якого має ступiнь
2 . Нескiнченим (в усi сторони) графом двовимiрної квадратної решiтки
G⊞ називається декартiв квадрат нескiнченого в обидвi сторони графа
шляху. Ми розглядатимемо укладку G⊞

(
Z2
)

графа двовимiрної квадра-
тної решiтки на цiлочисельнiй решiтцi Z2 . При цьому вершини вiдпо-
вiдають рiзним точкам Z2 та двi вершини з’єднанi ребром тодi i тiльки
тодi, коли вiдстань мiж вiдповiдними точками дорiвнює 1 . Укладена не-
скiнчена решiтка є природною дискретною версiєю евклiдової площини.
Покладемо, що iменами вершин графа G⊞

(
Z2
)

є координати вiдповiд-
них точок на решiтцi Z2 . Напрямком на графi G⊞

(
Z2
)

вiдносно поточної
вершини назвемо довiльний вектор з двох взаємно простих цiлих чисел.
Будемо казати, що вершина v′ = (b1, b2) знаходиться в напрямку (d1, d2)
вiд вершини v = (a1, a2) , якщо b1 = a1 + kd1 i b2 = a2 + kd2 , де k ∈ N .

Позначеним графом називатимемо простий зв’язний граф з позначени-
ми вершинами G = (V,E,M, µ) , де V – множина вершин, E – множина
ребер, M – множина позначок, µ : M → V – сюр’єктивна функцiя
розмiтки. Граф iз застосованою до нього функцiєю розмiтки також нази-
ватимемо розмiткою вихiдного графа, або, скорочено, розмiткою. Околом
вершини v в графi G називається множина Nv усiх вершин в G , сумi-
жних з v . Замкненим околом вершини v в графi G називається множина
N[v] = Nv ∪ {v} .

Iзоморфiзмом позначених графiв G1 = (V1, E1, µ1) та G2 = (V2, E2, µ2)
називається бiєкцiя φ : V1 → V2 , за якої виконуються такi двi умови:

(1) ∀v′, v′′ ∈ V1 ((v
′, v′′) ∈ E1 ⇔ (φ (v′) , φ (v′′)) ∈ E2) ;

(2) ∀v ∈ V1 (µ1(v) = µ2 (φ(v))) .
За допомогою M+ позначимо множину усiх непорожнiх слiв над ал-
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фавiтом M . Iнверсiєю слова w = a1 . . . ak назвемо слово wrev = ak . . . a1 .
Введемо часткову операцiю ⋆ : V ×M+ за допомогою спiввiдношення:
для будь-якої вершини v ∈ V та будь-якого слова w ∈M+ за допомогою
v ⋆ w позначимо множину усiх вершин v′ ∈ V таких, що iснує шлях iз
v до v′ , позначений словом w . Нехай a, b ∈ M i u,w ∈ M+ , тодi за
допомогою wa ◦ bu позначимо слово wau , якщо a = b , iнакше, якщо
a ̸= b , то wa ◦ bu невизначено.

Послiдовнiсть позначок вершин w = µ (v1) . . . µ (vk) , яка вiдповiдає
деякому шляху p = v1 . . . vk в графi G , назвемо словом довжини k , що
визначається вершиною v1 . Мовою Lv вершини v назвемо множину усiх
слiв, якi визначаються цiєю вершиною. Мовою LG позначеного графа G
назвемо множину слiв

⋃
v∈V

Lv .

Графохiдним автоматом на графi G назвемо шiстку
A = (S,X, Y, s0, δ, λ) , де S – скiнчена множина внутрiшнiх станiв,
X = {(a0, {a1, . . . sk})} – скiнчений вхiдний алфавiт (де a0 – позначка
поточної вершини, {a1, . . . ak} – множина (або мультимножина) позначок
усiх вершин з околу поточної вершини, k – ступiнь поточної вершини),
Y = M – скiнчений вихiдний алфавiт (y = a, y ∈ Y означає, що автомат
пересувається з поточної вершини на сумiжну до неї вершину з позна-
чкою a ), s0 ∈ S – початковий стан, δ : S ×X → S – функцiя переходiв,
λ : S × X → Y – функцiя виходiв. Автомат функцiонує наступним
чином: оглядає позначки усiх вершин з колу поточної вершини, вибирає
деяку позначку та пересувається на вершину з цiєю позначкою. Автомат
не має компасу, що означає, що вiн не розрiзняє напрямки та взаємне
розташування вершин. Таким чином, автомат не розрiзняє вершини з
однаковими позначками. В [6] показано, що поодинокий автомат не може
пiдтримувати напрямок руху на графi, у якого усi вершини непозначенi
або, що еквiвалентно, позначенi однiєю i тiєю самою позначкою.

Нехай автомат A в момент часу t знаходиться на вершинi
v(t) графу G (Z) . Пересування автомата називатимемо рiвномiр-
ним та спрямованим, якщо iснує натуральний перiод T такий, що
v(t+T )−v(t) = v(t+2T )−v(t+T ) виконується для будь-якого моменту
часу t .

Експериментом з графом G вiдносно апрiорної iнформацiї I i мети C
з використанням засобiв S назвемо процес, який складається з трьох ета-
пiв: (етап 1) побудова тесту P ⊆M+ на основi I iз урахуванням C ; (етап
2) отримання породжуваних тестом P iз використанням S експеримен-
тальних даних W ; (етап 3) виведення висновкiв щодо властивостей графа
на основi W та I . Апрiорна iнформацiя – це клас графiв, до якого нале-
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жить G . Основна вiдмiннiсть експериментiв з графами вiд експериментiв
з автоматами [7] полягає в методах i засобах отримання експерименталь-
них даних, а саме, можливостях графохiдного автомата пересуватися на
графi, сприймати локальну iнформацiю щодо його вершин та ставити на
них додатковi стиранi/нестиранi позначки.

Експеримент назвемо розпiзнавальним, якщо вiдома множина позна-
чок, вiдомий тип розмiтки, графохiдний автомат встановлено на довiльну
початкову вершину, а метою є розпiзнавання розмiтки з точнiстю до iзо-
морфiзму позначених графiв.

Розглядатимемо наступнi мiри складностi експериментiв. Операцiй-
ною кратнiстю експерименту назвемо величину, яка дорiвнює, в зале-
жностi вiд способу проведення експерименту, або кiлькостi екземплярiв
автомата, використаних при отриманнi W , або кiлькостi встановлень ав-
томата експериментатором на початкову вершину дослiджуваного графа.
Якщо використовується тiльки один екземпляр автомата (одно встановле-
ння), то експеримент назвемо простим. Операцiйною висотою експери-
менту назвемо найбiльшу iз довжин шляхiв, якi проходить кожен з екзем-
плярiв автомата протягом експерименту.

Прохiдна розмiтка вершин

Оберемо на графi G⊞

(
Z2
)

двi двiйки протилежних напрямкiв вiдповiдно
до осей абсцис та ординат площини Z2 . Цi напрямки у подальшому нази-
ватимемо базовими. Легко бачити, що пересування автомата у будь-якому
фiксованому напрямку, вiдмiнному вiд базових, можна представити як
комбiнацiю пересувань у базових напрямках. Отже, ми можемо обмежи-
тися розглядом пересувань автомата лише у базових напрямках. Введемо
необхiднi додатковi поняття. Розмiтку називатимемо перiодичною у на-
прямку (q, r) ∈ Z , якщо µ ((i+ q, j + r)) = µ ((i, j)) для усiх i, j ∈ Z .
Розмiтку називатимемо прохiдною, якщо за її допомогою деякий графохi-
дний автомат може пересуватися по графу у будь-якому напрямку. Розмi-
тка, яка використовує мiнiмальну кiлькiсть позначок необхiдну для даного
графа, називається мiнiмальною розмiткою цього графа.

Розмiтку називатимемо детермiнованою (або Д-розмiткою), якщо усi
вершини у замкненому околi будь-якої вершини мають рiзнi позначки.
Граф з детермiнованою розмiткою називатимемо детермiнованим (або Д-
графом). В [8] було доведено наступнi двi властивостi, якi безпосередньо
випливають з означення Д-графа: (1) для будь-якої вершини такого графа
будь-яке слово в алфавiтi позначок визначає не бiльше одного шляху з
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цiєї вершини; (2) вiдстань мiж двома вершинами з однаковими позначка-
ми бiльше або дорiвнює трьом (чотирьом, якщо рахувати у вершинах). Цi
властивостi вiдкривають можливiсть спрямованого пересування графохi-
дного автомата на Д-графi. Наприклад, якщо нам вiдома розмiтка шляху,
який з’єднує двi вершини такого графа, то ми можемо побудувати авто-
мат, який може пройти цей шлях.

В [9] доведено, що для побудови мiнiмальної прохiдної детермiнованої
розмiтки (або, скорочено, МПД-розмiтки) графа G⊞ необхiдно i доста-
тньо мати п’ять рiзних типiв позначок. Також для такої розмiтки було по-
казано, що рiвностi µ ((i, j)) = µ ((i+ 5k, j)) та µ ((i, j)) = µ ((i, j + 5l))
виконуються для усiх i, j, k, l ∈ Z . Таким чином, мiнiмальну прохiдну
детермiновану розмiтку нескiнченого графа квадратної решiтки можна
задати iз використанням прямокутного шаблону iз 5× 5 позначених вер-
шин.

Зафiксуємо множину позначок M = {a, b, c, d, e} . Безпосередньою пе-
ревiркою можна встановити, що за допомогою цих позначок можна побу-
дувати 240 рiзних МПД-розмiток графа G⊞ . Оскiльки в розмiтцi околу
кожної вершини МПД-розмiтки графа G⊞ присутнi усi позначки з мно-
жини M , то можна припустити, що автомат завжди встановлюється на
вершину з однiєю i тiєю самою позначкою, наприклад, позначкою «a».
Дiйсно, якщо позначка початкової вершини вiдрiзняється вiд «a», то ав-
томат завжди може перейти на вершину з цiєю позначкою, знайшовши її
в околi поточної вершини. Тодi можна розглядати лише 48 рiзних МПД-
розмiток графа G⊞ . Оскiльки автомат спостерiгає лише позначки вершин
i не може визначити їх iмена, то вiн не може вiдрiзнити один вiд одного
iзоморфнi позначенi графи. Розiб’ємо усi розмiтки графа G⊞ на класи,
кожен з яких складається з усiх розмiток, якi можна перетворити одна в
одну за допомогою симетричних перетворень. У такий спосiб усi можливi
МПД-розмiтки можна розбити на шiсть класiв. Представники (позначенi
шаблони 5 × 5 ) кожного iз класiв зображенi на рис. 1. За кожним пред-
ставником можна вiдновити весь його клас за допомогою симетричних
перетворень.
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Рис. 1: Представники класiв iзоморфних графiв.

Теорема 1. При фiксованiй множинi позначок будь-якi представники
рiзних класiв симетрiї МПД-розмiток графа G⊞ неiзоморфнi.

Наслiдок 1. Множина усiх МПД-розмiток графа G⊞ з фiксованою
множиною позначок, розбивається на шiсть класiв еквiвалентностi, яка
породжується iзоморфiзмом позначених графiв.

Розпiзнавання розмiтки

Теорема 2. Будь-яка МПД-розмiтка графа G⊞ визначає одну i ту саму
мову, з умови, що множина позначок є фiксованою.

Наслiдок 2. Один автомат не може вiдрiзнити одну вiд одної роз-
мiтки графа G⊞ , якi належать до рiзних класiв розмiтки з фiксованою
множиною позначок.

Справедливiсть цього твердження випливає iз означення автомату без
компаса, який спостерiгає лише позначки вершин i не розрiзняє їх iмена.

Узагальнимо поняття розпiзнавального експерименту наступним чи-
ном. Нехай автомат до початку експерименту розташовує на початковiй
вершинi дослiджуваного графа унiкальний маркер (т. з. камiнець). Таким
чином автомат при вiдвiдуваннi цiєї вершини може вiдрiзнити її вiд усiх
iнших вершин за наявнiстю на нiй камiнця. Отже, автомат з камiнцем мо-
же визначити, чи вiдповiдає задане слово циклiчному шляху по заданому
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графу. На рис. 2(а) плюс у комiрцi таблицi означає, що слово, яким по-
значено рядок, визначає цикл на усiх розмiтках з класу, яким позначено
стовпчик.

Теорема 3. Множина слiв {abdca, abeda, abcda, abeca} є розпiзнаваль-
ним тестом для будь-якої МПД-розмiтки графа G⊞ з множиною позна-
чок {a, b, c, d, e} .
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Рис. 2: Розпiзнавання розмiтки графа.

Етапи розпiзнавального експерименту, породженого тестом P , опише-
мо за допомогою такого алгоритму. Нехай M = {a, b, c, d, e} . Покладемо
w1 = abdca , w2 = abeda , w3 = abcda , w4 = abeca . Позначимо за допо-
могою L розбиття {K1, K2, K3, K4, K5, K6} МПД-розмiток графа G⊞ на
класи еквiвалентностi, якi породжуються iзоморфiзмом позначених гра-
фiв.
Алгоритм 1. РОЗПIЗНАВАННЯ РОЗМIТКИ

Дано: P = {w1, w2, w3, w4} , L = {K1, K2, K3, K4, K5, K6} , автомат вста-
новлено на вершину v з позначкою a
Треба: клас розмiтки дослiджуваного графа

1: Автомат проходить шлях, який вiдповiдає слову w1

2: if на вершинi v ⋆ w1 є камiнець then
3: L = {K1, K3}
4: Автомат проходить шлях, який вiдповiдає слову w2

5: if на вершинi v ⋆ w2 є камiнець then
6: L = {K1}
7: else
8 L = {K3}
9: end if
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10: else
11: Автомат проходить шлях, який вiдповiдає слову wrev

1

12: Автомат проходить шлях, який вiдповiдає слову w3

13: if на вершинi v ⋆ w3 є камiнець then
14: L = {K2, K6}
15: Автомат проходить шлях, який вiдповiдає слову w4

16: if на вершинi v ⋆ w4 є камiнець then
17: L = {K2}
18: else
19: L = {K6}
20: end if
21: else
22: L = {K4, K5}
23: Автомат проходить шлях, який вiдповiдає слову wrev

3

24: Автомат проходить шлях, який вiдповiдає слову w4

25: if на вершинi v ⋆ w4 є камiнець then
26: L = {K4}
27: else
28: L = {K5}
29: end if
30: end if
31: end if

Описаний експеримент є простим, а його операцiйна висота дорiвнює
довжинi слова abdcacdbabcdadcbabeca, тобто дорiвнює 21 . Процес вико-
нання алгоритму схематично зображено у виглядi дерева на рис. 2(б).

Висновки

Таким чином, у роботi запропоновано метод побудови та проведення екс-
перименту з розпiзнавання мiнiмальної прохiдної детермiнованої розмi-
тки нескiнченого позначеного графа квадратної решiтки. У подальших
дослiдженнях планується визначити необхiднi i достатнi умови, за яких
розмiтка графа квадратної решiтки є прохiдною для графохiдного автома-
та.
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ГРАФIВ

Узагальнено спосiб переносiв для побудови грацiозних дерев на графи певного виду.
Представлена операцiя розширення графа i доведено умову iснування рiзницевої ква-
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Вступ

Розглядатимемо скiнченi неорiєнтованi графи без петель та кратних ре-
бер. Пiд оптимальною нумерацiєю (або розмiткою) графа розумiють при-
своєння номерiв його вершинам таким чином, щоб сума модулiв рiзницi
мiж номерами сумiжних вершин була мiнiмальною. Задача побудови такої
нумерацiї вiдноситься до задач комбiнаторної оптимiзацiї. Iнтерес викли-
кають рiзнi варiанти оптимальної нумерацiї, у тому числi грацiозна та
рiзницева квадратна розмiтки. Бiльше iнформацiї з цього питання можна
знайти в [1]. В данiй роботi представлено один з методiв побудови гра-
цiозної та рiзницевої квадратної розмiтки графiв, також доведена умова
iснування квадратних рiзницевих графiв певного виду.

Про грацiозну та рiзницеву квадратну розмiтки

Iн’єктивну функцiю f : V → {0, 1, 2, ..., q} називають грацiозною роз-
мiткою графа G = (V,E) розмiру q , якщо вона iндукує таку реберну
розмiтку f ∗ : E → {1, 2, 3, ..., q} , що f ∗ – бiєкцiя i f ∗(uv) = |f(u)−f(v)|
для будь-яких сумiжних вершин u, v ∈ V . Граф G – грацiозний, якщо вiн
допускає грацiозну розмiтку.

Для побудови грацiозних дерев з дерев менших порядкiв iснують де-
кiлька версiй методу переносiв. Зупинимося на методi запропонованому
в [2]. Узагальнимо його на графи певного виду. Розглянемо такий граф
G = (V,E) в якому можна вибрати вершини u, v, u1, u2 ∈ V так, щоб

©Семенюта М.Ф., 2021
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uu1, uu2 ∈ E i u1u2 /∈ E , degu = 2 . Припустимо, що iснують пiдгра-
фи G1 = (V1, E1) , G2 = (V2, E2) i G3 = (V3, E3) графа G з u, u1 ∈ V1 ,
u, u2 ∈ V2 , V1, V2 ⊂ V , V1∩V2 = u , E1∩E2 = ∅ , V3 = (V−(V1∪V2))∪{u} .
Граф H одержуємо переносом графа G1 ∪ G2 з вершини u в вершину
v ∈ V3, v ̸= u (рис.1). Спосiб побудови графа назвемо узагальненим
методом переносiв.

u1 u2

G1 G2

u v

G3

G

u v

G3

u1 u2

G1 G2

H

Рис. 1: Iнтерпретацiя узагальненого методу переносiв.

Справедлива лема 1.
Лема 1.
Нехай G = (V,E) – граф з грацiозною розмiткою f i граф H одер-

жано узагальненим методом переносiв. Якщо u1 ̸= u2 i

f(u1) + f(u2) = f(u) + f(v), (1)

то f - грацiозна розмiтка графа H .
Якщо u1 = u2 i

2f(u1) = f(u) + f(v), (2)

то f - грацiозна розмiтка графа H .
Доведення. Припустимо, що f - грацiозна розмiтка графа G = (V,E)

з u, u1, u2 ∈ V, uu1, uu2 ∈ E, u1u2 ∈ E . Для G = (V,E) i H = (V ′, E ′)
маємо V ′ = V,E ′ = (E − {uu1, uu2}) ∪ {vu1, vu2} . Нехай f ∗ - ребер-
на розмiтка, породжена f . Залишимо мiтки вершин графа H без змiн,
тобто застосуємо розмiтку f для V ′ , яка iндукує на E ′ розмiтку f ∗∗ .
Мiтки ребер з множини E − {uu1, uu2} для графiв G i H спiвпадають.
Виходячи з (1), для ребер vu1, vu2 ∈ E ′ при u1 ̸= u2 отримаємо:

f ∗(u1u) = |f(u1)− f(u)| = |f(u) + f(v)− f(u2)− f(u)| = f ∗∗(vu2),

f ∗(u2u) = |f(u2)− f(u)| = |f(u) + f(v)− f(u1)− f(u)| = f ∗∗(vu1).
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Лiвi частини двох останнiх рiвностей рiзнi, тому рiзнi i їх правi части-
ни.

Якщо u1 = u2 , то аналогiчно отримаємо f ∗(u1u) = f ∗∗(u1v) .
В обох випадках реберна розмiтка графа H є бiєкцiєю з множини

ребер E ′ в множину чисел {1, 2, ..., |E|} . Отже, f – грацiозна розмiтка
графа H. □

Означення 1. Для графа G = (V,E) порядку p бiєктивне вiдображе-
ння f множини V в множину {0, 1, 2, . . . , p− 1} назвемо n -ою рiзнице-
вою розмiткою (n ⩾ 2) , якщо f породжує таку реберну розмiтку f ∗ , що
f ∗(uv) = fn(u)− fn(v) для будь-яких сумiжних вершини u, v ∈ V i f ∗ –
iн’єкцiя з множини E в множину натуральних чисел. Граф, що допускає
таку розмiтку назвемо n -им рiзницевим. Для рiзних значень n отримає-
мо частиннi випадки введеної розмiтки. Так при n = 2 , f є рiзницевою
квадратною розмiтою (або SD розмiткою) [3].

Нехай задано граф G . Побудуємо граф G(1) , додаванням до кожної
вершини G одного висячего ребра. Цей процес приєднання висячих ре-
бер можна продовжити далi i на s -м кроцi отимати граф G(s) , який на-
звемо s -розширенням G .

Теорема 1. G(s) є квадратним рiзницевим графом для будь-якого s i
рiзницевого квадратного графа G .

Теорему 1 доведено методом математичної iндукцiї.

Висновки

У роботi запропоновано способи побудови грацiозних та рiзницевих ква-
дратних графiв з графiв менших порядкiв.
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Вступ

В наш час бази даних широко використовуються майже в усiх сферах
людської дiяльностi. При цьому, найбiльш розповсюдженими залишаю-
ться табличнi (реляцiйнi) бази даних, що заснованi на реляцiйних прин-
ципах та моделях Е. Кодда [1]. З математичної точки зору реляцiйна база
даних є скiнченим набором скiнчених вiдношень рiзної розмiрностi мiж
заздалегiдь визначеними множинами елементарних даних – доменами.
Табличнi алгебри, якi було введено В.Н. Редьком та Д.Б. Буєм [2], побудо-
ванi на основi реляцiйних алгебр Е. Кодда та суттєво їх уточнюють. Вони
складають теоретичний фундамент мов запитiв сучасних табличних баз
даних. Елементи носiя табличної алгебри уточнюють реляцiйнi структу-
ри даних, а сигнатурнi операцiї побудованi на базi основних табличних
манiпуляцiй у реляцiйних алгебрах та SQL-подiбних мовах.

Однiєю з актуальних задач у реляцiйних та табличних алгебрах є зада-
ча еквiвалентного перетворення виразiв з метою їх спрощення (мiнiмiза-
цiї) або приведення до стандартного вигляду; ця задача є одним з етапiв
оптимiзацiї запитiв [3], розв’язання цiєї задачi може суттєво зменшити
час обробки iнформацiї в реляцiйних системах управлiння базами даних.
Для еквiвалентного перетворення виразiв, що мiстять табличнi операцiї,
потрiбно використовувати взаємозв’язки мiж ними.

©Сенченко О.С., 2021
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Значну кiлькiсть таких взаємозв’язкiв встановлено у монографiї [4], у
бiльшостi випадкiв цi взаємозв’язки для загального випадку виконуються
у виглядi включень. Автором були знайденi критерiї переходу деяких з
цих включень у рiвностi. Цi критерiї вираженi в термiнах активних доме-
нiв таблиць та є природними. Важливiсть знайдених критерiїв для теорiї
табличних алгебр полягає в тому, що еквiвалентнi перетворення виразiв,
що мiстять табличнi операцiї, можна здiйснювати лише на основi рiвно-
стей. У цiй роботi наведено всi знайденi на цей час взаємозв’язки пере-
тину, об’єднання, рiзницi мiж собою та iншими операцiями табличних
алгебр: проекцiєю, селекцiєю, перейменуванням атрибутiв, насиченням,
активним доповненням та з’єднанням.

Основнi означення

Зафiксуємо деяку непорожню множину A = {A′
1, . . . , A

′
n} , елемен-

ти якої будемо називати атрибутами. Довiльну скiнченну пiдмножину
R = {A1, . . . , Ak} ⊆ A назвемо схемою. Рядком s схеми R є множина
пар s = {(A1, d1), . . . , (Ak, dk)} , проекцiя якої за першою компонентою
дорiвнює R . Таблицею схеми R є скiнченна множина рядкiв схеми R .
Виокремлюють двi особливi таблицi: таблицю Tε = {ε} , де ε – поро-
жнiй рядок, при цьому схема таблицi Tε є порожнiм рядком, та таблицю
T∅ = ∅ – порожня множина рядкiв довiльної схеми.

На множинi всiх таблиць схеми R введено такi операцiї:
1) перетин

⋂
R

таблиць схеми R – таблиця, що складається з тих i лише

тих рядкiв, якi належать одночасно всiм вихiдним таблицям;
2) об’єднання

⋃
R

таблиць схеми R – таблиця, що складається з тих i

лише тих рядкiв, якi належать хоча б однiй з вихiдних таблиць;
3) рiзниця T1−

R
T2 двох таблиць схеми R – таблиця, що складається з тих

i лише тих рядкiв, якi належать таблицi T1 , та не належать таблицi T2 .
Iншими словами, операцiї перетину, об’єднання i рiзницi таблиць є

обмеженням вiдповiдно теоретико-множинних перетину, об’єднання i рi-
зницi на множинi таблиць однакової схеми.

Проекцiєю за множиною атрибутiв X ⊆ R називається унарна па-
раметрична операцiя πX , значенням якої є таблиця, що складається з
обмежень за X усiх рядкiв вихiдної таблицi: πX(T ) = {s∥X|s ∈ T}
(тут обмеження розумiємо стандартно: s∥x = s

⋂
(X × pr2s) , де pr2s

– проекцiя рядка s за другою компонентою). Селекцiєю за предикатом
P : S → {true, false} , де S – множина всiх рядкiв, є унарна параме-
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трична операцiя σP , яка таблицi спiвставляє її пiдтаблицю, що мiстить
рядки, на яких предикат P принимає значення IСТИНА. Операцiя пе-
рейменування Rn(T )ξ зводиться до перейменування атрибутiв таблицi
T у вiдповiдностi до вiдображення-параметру ξ , тобто, перейменування
таблицi є перейменуванням перших компонентiв пар – елементiв рядкiв.

Для визначення операцiї насичення введемо одне важливе поняття.
Активним доменом атрибуту A вiдносно таблицi T називається множина
DA,T = {d|∃s ∈ T ∧ (A, d) ∈ s} . Змiстовно кажучи, DA,T мiстить усi зна-
чення атрибуту A в таблицi T . Насиченням C(T ) називається таблиця∏
A∈R

DA,T , де R – схема таблицi T , а
∏

– оператор прямого (декартово-

го) добутку, що вiдповiдає iндексуванню A 7→ DA,T , A ∈ R . Активним
доповненням таблицi T схеми R називається таблиця T̃ = C(T )−

R
T .

Для визначення операцiї з’єднання введемо одне допомiжне поня-
ття. Бiнарнi вiдношення ρ i τ називаються сумiсними (позначається
ρ ≈ τ ), якщо ρ∥X = τ∥X , де X = pr1(ρ)

⋂
pr1(τ) . З’єднанням на-

зивається бiнарна операцiя ⊗ , значенням якої є таблиця, що складає-
ться з усiх можливих об’єднань сумiсних рядкiв вихiдних таблиць, тобто
T1 ⊗ T2 = {s1

⋃
s2 | s1 ∈ T1 ∧ s2 ∈ T2 ∧ s1 ≈ s2} .

Табличною алгеброю називають часткову алгебру з носiєм – множи-
ною всiх таблиць довiльної схеми, наведеними вище операцiями (насиче-
ння вважається допомiжною операцiєю), а також операцiєю дiлення та-
блиць, яка може бути вираженою через проекцiю, рiзницю та з’єднання;
в цiй роботi операцiя дiлення не використовується. Далi, для компактно-
стi викладання результатiв, покладемо, що всi зазначенi таблицi мають
непорожню схему R з кiлькiстю атрибутiв k > 0 .

Властивостi перетину таблиць

Вiдомо, що перетин може бути вираженим через рiзницю таблиць:
T1
⋂
R

T2 = T1 −
R
(T1 −

R
T2) . Також вiдомо, що перетин таблиць є комута-

тивною, асоцiативною та iдемпотентною операцiєю, тобто виконуються
рiвностi T1

⋂
R

T2 = T2
⋂
R

T1 , T1
⋂
R

(T2
⋂
R

T3) = (T1
⋂
R

T2)
⋂
R

T3 та T
⋂
R

T = T .

Крiм того, вiдомо, що операцiї перетину та об’єднання таблиць є дистри-
бутивними мiж собою двома варiантами, тобто виконуються рiвностi
T1
⋃
R

(
⋂
i

Ti) =
⋂
i

(T1
⋃
R

Ti) та T1
⋂
R

(
⋃
i

Ti) =
⋃
i

(T1
⋂
R

Ti) .

Розглянемо взаємозв’язки мiж перетином та рiзницею таблиць. Опера-
цiя перетину таблиць є дистрибутивною вiдносно рiзницi.
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Лема 1. Виконується рiвнiсть T1
⋂
R

(T2 −
R
T3) = (T1

⋂
R

T2)−
R
(T1
⋂
R

T3) .

Оскiльки рiзниця таблиць (на вiдмiну вiд їх перетину) не є комута-
тивною операцiєю, можна розглянути два варiанти дистрибутивностi мiж
рiзницею та перетином таблиць.

У першому варiантi рiзниця не є дистрибутивною вiдносно перетину.
Для загального випадку справедлива

Лема 2. Виконується включення T1 −
R
(T2
⋂
R

T3) ⊇ (T1 −
R
T2)
⋂
R

(T1 −
R
T3) .

Знайдено критерiй перетворення цього включення у рiвнiсть.
Лема 3. Рiвнiсть T1−

R
(T2
⋂
R

T3) = (T1−
R
T2)
⋂
R

(T1−
R
T3) виконується тодi

та лише тодi, коли T1
⋂
R

T2 = T1
⋂
R

T3 .

У другому варiантi рiзниця є дистрибутивною вiдносно перетину.
Справедливе таке твердження.

Лема 4. Виконується рiвнiсть (T1
⋂
R

T2)−
R
T3 = (T1 −

R
T3)
⋂
R

(T2 −
R
T3) .

Доведення леми 4 наведено у [6], доведення всiх iнших тверджень
цього пiдроздiлу наведено у [5].

Розглянемо взаємозв’язки мiж перетином та проекцiєю. Операцiя про-
екцiї не є дистрибутивною вiдносно перетину таблиць, проте виконується
включення πX(

⋂
i

Ti) ⊆
⋂
i

πX(Ti) , що доведено у [4]. Знайдено критерiй,

за яким це включення перетворюється у рiвнiсть.
Теорема 1. Рiвнiсть πX(

⋂
i

Ti) =
⋂
i

πX(Ti) виконується тодi та лише

тодi, коли для кожного рядка s = {(X1, x1), . . . , (Xp, xp)} ∈
⋂
i

πX(T )

iснують такi значення o1 ∈ DO1,
⋂
i

Ti, . . . , ok−p ∈ DOk−p,
⋂
i

Ti , що

s′ = {(X1, x1), . . . , (Xp, xp), (O1, o1), . . . , (Ok−p, ok−p)} ∈
⋂
i

Ti .

У [4] доведено, що селекцiя та перейменування є дистрибу-
тивними вiдносно перетину таблиць: σP (

⋂
i

Ti) =
⋂
i

σP (Ti) та

Rn(T1
⋂
R

T2)ξ = Rn(T1)ξ
⋂
ξ(R)

Rn(T2)ξ .

Розглянемо взаємозв’язки мiж перетином та насиченням. Операцiя на-
сичення не є дистрибутивною вiдносно перетину таблиць, проте виконує-
ться включення C(T1

⋂
R

T2) ⊆ C(T1)
⋂
R

C(T2) , що доведено у [4]. Знайдено

критерiй, за яким це включення перетворюється у рiвнiсть.
Теорема 2. Рiвнiсть C(T1

⋂
R

T2) = C(T1)
⋂
R

C(T2) виконується при

C(T1)
⋂
R

C(T2) = T∅ . Якщо ж C(T1)
⋂
R

C(T2) ̸= T∅ , то ця рiвнiсть вико-

нується, якщо виконується хоча б одна з умов:
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1) виконуються рiвностi ∀i DAi,T1
⋂
R

T2 = DAi,T1

⋂
DAi,T2 ;

2) для будь-якого i та кожного елемента x з множини DAi,T1

⋂
DAi,T2

iснує такий рядок s ∈ T1
⋂
R

T2 , що (Ai, x) ∈ s .

У якостi взаємозв’язкiв мiж перетином та активним доповненням мо-
жна розглянути розповсюдження вiдомих з теорiї множин та теорiї буле-
вих функцiй законiв де Моргана на табличнi операцiї (тут можна говорити
про взаємозв’язки мiж перетином, об’єднанням та активним доповнен-
ням).

У [4] доведено включення T̃1
⋂
R

T̃2 ⊆ ˜(T1
⋃
R

T2) та ˜(T1
⋂
R

T2) ⊆ T̃1
⋃
R

T̃2 .

Для кожного з цих включень знайдено критерiї переходу їх у рiвностi.
Теорема 3. Рiвнiсть T̃1

⋂
R

T̃2 = ˜(T1
⋃
R

T2) виконується при ˜(T1
⋃
R

T2) = T∅ .

Якщо ж ˜(T1
⋃
R

T2) ̸= T∅ , то ця рiвнiсть виконується тодi та лише тодi, коли

виконується хоча б одна з чотирьох умов, що виключають одна iншу:
1) ∀A(A ∈ R ⇒ DA,T1 = DA,T2) ;
2) ∀A(A ∈ R ⇒ DA,T2 ⊆ DA,T1) , та для всiх iндексiв q , значень

x ∈ DAq,T1 −DAq,T2 та всiх значень d1, . . . , dq−1, dq+1, . . . , dk , що належать
вiдповiдно активним доменам DA1,T1, . . . , DAq−1,T1, DAq+1,T1 . . . , DAk,T1 , ря-
док {(A1, d1), . . . , (Aq−1, dq−1), (Aq, x), (Aq+1, dq+1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T1 ;

3) ∀A(A ∈ R ⇒ DA,T1 ⊆ DA,T2) , та для всiх iндексiв q , значень
x ∈ DAq,T2 −DAq,T1 та всiх значень d1, . . . , dq−1, dq+1, . . . , dk , що належать
вiдповiдно активним доменам DA1,T2, . . . , DAq−1,T2, DAq+1,T2 . . . , DAk,T2 , ря-
док {(A1, d1), . . . , (Aq−1, dq−1), (Aq, x), (Aq+1, dq+1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T2 ;

4) Iснує такий атрибут Aq , для якого iснують значен-
ня x ∈ DAq,T1 − DAq,T2 , y ∈ DAq,T2 − DAq,T1 , причому
DAq,T1

⋂
DAq,T2 ̸= ∅ ; крiм того, для всiх i ̸= q виконуються рiвно-

стi DAi,T1 = DAi,T2 ; а також, для всiх z1 ∈ DAq,T1 − DAq,T2 , всiх
z2 ∈ DAq,T2 − DAq,T1 та всiх d1, . . . , dq−1, dq+1, . . . , dk , що належать
вiдповiдно активним доменам DA1,T1, . . . , DAq−1,T1, DAq+1,T1 . . . , DAk,T1 , ря-
док {(A1, d1), . . . , (Aq−1, dq−1), (Aq, z1), (Aq+1, dq+1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T1 , а
рядок {(A1, d1), . . . , (Aq−1, dq−1), (Aq, z2), (Aq+1, dq+1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T2 .

Теорема 4. Рiвнiсть ˜(T1
⋂
R

T2) = T̃1
⋃
R

T̃2 виконується тодi та лише тодi,

коли виконується хоча б одна з двох умов, що виключають одна iншу:
1) для кожного атрибута A ∈ R виконуються рiвностi

DA,T1 = DA,T1
⋂
R

T2 та DA,T2 = DA,T1
⋂
R

T2 ;

2) для кожного атрибута Aq ∈ R та кожного тако-
го значення x , що x ∈ DAq,T1 − DAq,T1

⋂
R

T2 та всiх зна-
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чень d1, . . . , dq−1, dq+1, . . . , dk , що належать вiдповiдно актив-
ним доменам DA1,T1, . . . , DAq−1,T1, DAq+1,T1 . . . , DAk,T1 , рядок
{(A1, d1), . . . , (Aq−1, dq−1), (Aq, x), (Aq+1, dq+1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T1 .
Для кожного атрибута Aw ∈ R та кожного такого зна-
чення y , що y ∈ DAw,T2 − DAw,T1

⋂
R

T2 , та всiх значень

d1, . . . , dw−1, dw+1, . . . , dk , що належать вiдповiдно актив-
ним доменам DA1,T2, . . . , DAw−1,T2, DAw+1,T2 . . . , DAk,T2 , рядок
{(A1, d1), . . . , (Aw−1, dw−1), (Aw, y), (Aw+1, dw+1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T2 .

Розглянемо взаємозв’язки мiж перетином та з’єднанням. Оскiльки оби-
двi цi операцiї є бiнарними, то можна розглядати два варiанти дистри-
бутивностi мiж ними. Оскiльки перетином є частковою операцiєю, яка
визначена лише у випадку, коли схеми обох таблиць-аргументiв є одна-
ковими, а схема таблицi-з’єднання є об’єднанням схем вихiдних таблиць,
при дослiдженнi можливої дистрибутивностi iснують певнi обмеження
на схеми вихiдних таблиць. У кожного з двох наведених нижче вира-
зiв лiва та права частина одночасно будуть визначеними лише за умо-
ви рiвностi схем вихiдних таблиць. У цьому випадку кожна з цих опе-
рацiй є дистрибутивною вiдносно iншої: T ⊗ (

⋂
i

Ti) =
⋂
i

(T ⊗ Ti) та

T
⋂
R

(⊗iTi) = ⊗i(T
⋂
R

Ti) , що доведено у [4].

Властивостi об’єднання таблиць

Вiдомо, що об’єднання таблиць є комутативною, асоцiативною та iдем-
потентною операцiєю, тобто виконуються рiвностi T1

⋃
R

T2 = T2
⋃
R

T1 ,

T1
⋃
R

(T2
⋃
R

T3) = (T1
⋃
R

T2)
⋃
R

T3 та T
⋃
R

T = T .

Розглянемо взаємозв’язки мiж об’єднанням та рiзницею таблиць. Опе-
рацiя об’єднання таблиць не є дистрибутивною вiдносно рiзницi. Для за-
гального випадку справедлива

Лема 5. Виконується включення T1
⋃
R

(T2 −
R
T3) ⊇ (T1

⋃
R

T2)−
R
(T1
⋃
R

T3) .

Знайдено критерiй перетворення цього включення у рiвнiсть.
Лема 6. Рiвнiсть T1

⋃
R

(T2−
R
T3) = (T1

⋃
R

T2)−
R
(T1
⋃
R

T3) ввиконується тодi

та лише тодi, коли T1 = T∅ .
Оскiльки рiзниця таблиць (на вiдмiну вiд їх об’єднання) не є комута-

тивною операцiєю, можна розглянути два варiанти дистрибутивностi мiж
рiзницею та об’єднанням таблиць.

У першому варiантi рiзниця не є дистрибутивною вiдносно
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об’єднання. Для загального випадку справедлива
Лема 7. Виконується включення T1 −

R
(T2
⋃
R

T3) ⊆ (T1 −
R
T2)
⋃
R

(T1 −
R
T3) .

Знайдено критерiй перетворення цього включення у рiвнiсть.
Лема 8. Рiвнiсть T1−

R
(T2
⋃
R

T3) = (T1−
R
T2)
⋃
R

(T1−
R
T3) виконується тодi

та лише тодi, коли T1
⋂
R

T2 = T1
⋂
R

T3 .

У другому варiантi рiзниця є дистрибутивною вiдносно об’єднання.
Лема 9. Виконується рiвнiсть (T1

⋂
R

T2)−
R
T3 = (T1 −

R
T3)
⋂
R

(T2 −
R
T3) .

Доведення леми 9 наведено у [6], доведення всiх iнших тверджень
цього пiдроздiлу наведено у [5].

У [4] доведено дистрибутивнiсть проекцiї, селекцiї та пере-
йменування вiдносно об’єднання таблиць: πX(

⋃
i

Ti) =
⋃
i

πX(Ti) ;

σP (
⋃
i

Ti) =
⋃
i

σP (Ti) та Rn(T1
⋃
R

T2)ξ = Rn(T1)ξ
⋃
ξ(R)

Rn(T2)ξ ..

Розглянемо взаємозв’язки мiж об’єднанням та насиченням таблиць. У
[4] доведено включення C(T1

⋃
R

T2) ⊇ C(T1)
⋃
R

C(T2) . Знайдено критерiї

переходу цього включення в рiвнiсть.
Теорема 5. Рiвнiсть C(T1

⋃
R

T2) = C(T1)
⋃
R

C(T2) виконується тодi та

лише тодi, коли виконується хоча б одна з умов:
1) iснує не бiльше одного атрибута, для якого значення активного до-

мену вiдносно таблиць T1 та T2 вiдрiзняються;
2) виконується хоча б одне з включень ∀i DAi,T1 ⊆ DAi,T2 або

∀i DAi,T2 ⊆ DAi,T1 .
Розглянемо взаємозв’язки мiж об’єднанням та з’єднанням. Оскiльки

обидвi цi операцiї є бiнарними, то можна розглядати два варiанти дистри-
бутивностi мiж ними. так саме, як i для перетину, одночасна визначенiсть
лiвих та правих частин кожного з двох наведених нижче виразiв можлива
лише за випадку рiвностi схем вихiдних таблиць. У цьому випадку кожна
з цих операцiй є дистрибутивною вiдносно iншої: T ⊗ (

⋃
i

Ti) =
⋃
i

(T ⊗Ti)

та T
⋃
R

(⊗iTi) = ⊗i(T
⋃
R

Ti) , цi рiвностi доведено у [4].

Властивостi рiзницi таблиць

Доведення всiх тверджень цього пiдроздiлу наведено у [6].
Неважко бачити, що рiзниця не є анi комутативною, анi асоцiативною

операцiєю, проте справедливе наступне твердження.
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Лема 10. Виконується включення (T1 −
R
T2)−

R
T3 ⊆ T1 −

R
(T2 −

R
T3) . Це

включення перетворюється у рiвнiсть тодi i лише тодi, коли T1
⋂
R

T3 = T∅ .

Виконується включення πX(T1)−
X
πX(T2) ⊆ πX(T1 −

R
T2) , що доведено

у [4]. Знайдено необхiднi та достатнi умови, за яких це включення пе-
ретворюється у рiвнiсть. Далi, у теоремi 6 покладемо T1 , T2 – таблицi
схеми R , X = {X1, . . . , Xm} ; а елементи множини R − X позначимо
O1, . . . , Op .

Теорема 6. Рiвнiсть πX(T1) −
X

πX(T2) = πX(T1 −
R

T2)

виконується тодi та лише тодi, коли для будь-якого ряд-
ка s = {(X1, x1), . . . , (Xm, xm)} ∈ πX(T1)

⋂
X

πX(T2) та

всiх значень o1 ∈ DO1,T1
⋃
R

T2, . . . , op ∈ DOp,T1
⋃
R

T2 , з

s′ = {(X1, x1), . . . , (Xm, xm), (O1, o1), . . . , (Op, op)} ∈ T1 випливає s′ ∈ T2 .
У [4] доведено дистрибутивнiсть селекцiї та перейменування вiд-

носно рiзницi: σP (T1 −
R
T2) = σP (T1) −

R
σP (T2) = σP (T1) −

R
T2 та

Rn(T1 −
R
T2)ξ = Rn(T1)ξ −

ξ(R)
Rn(T2)ξ .

Знайдемо взаємозв’язки мiж рiзницею та насиченням. Неважко
побачити, що насичення не є дистрибутивним вiдносно рiзницi,
бiльш того, для загального випадку C(T1 −

R
T2) ̸⊆ C(T1) −

R
C(T2) та

C(T1 −
R
T2) ̸⊇ C(T1) −

R
C(T2) . Знайдемо критерiї виконання включення

C(T1 −
R
T2) ⊆ C(T1)−

R
C(T2) .

Лема 11. Включення C(T1 −
R
T2) ⊆ C(T1)−

R
C(T2) виконується тодi та

лише тодi, коли iснує такий iндекс i , що DAi,T1−
R
T2

⋂
DAi,T2 = ∅ .

Знайдемо критерiї виконання включення C(T1)−
R
C(T2) ⊆ C(T1 −

R
T2) .

Лема 12. Включення C(T1)−
R
C(T2) ⊆ C(T1 −

R
T2) виконується тодi та

лише тодi, коли виконується одна з двох взаємовиключних умов:
1) ∀iDAi,T1−

R
T2 = DAi,T1 ;

2)∀i(DAi,T1−
R
T2 ̸= DAi,T1 → (∀j ̸= i DAj ,T1 ⊆ DAj ,T2)) .

Об’єднаємо результати, що одержано у лемах 11 та 12, у наступному
твердженнi.

Теорема 7. Рiвнiсть C(T1) −
R
C(T2) = C(T1 −

R
T2) виконується тодi та

лише тодi, коли iснує такий iндекс i , що DAi,T1−
R
T2

⋂
DAi,T2 = ∅ , та, крiм

того, виконується одна з двох взаємовиключних умов:
1) ∀iDAi,T1−

R
T2 = DAi,T1 ;
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2)∀i(DAi,T1−
R
T2 ̸= DAi,T1 → (∀j ̸= i DAj ,T1 ⊆ DAj ,T2)) .

У якостi взаємозв’язкiв мiж рiзницею та активним доповненням
можна розглянути розповсюдження вiдомої з теорiї множин рiвностi
A − B = A ∧ B̄ на табличнi операцiї. У [4] доведено включення
T1 −

R
T2 ⊇ T1

⋂
R

T̃2 . Знайдемо критерiї перетворення цього включення у

рiвнiсть.
Лема 13. Рiвнiсть T1 −

R
T2 = T1

⋂
R

T̃2 виконується тодi та лише тодi,

коли для будь-якого A ∈ R виконується включення DA,T1 ⊆ DA,T2 .
Розглянемо взаємозв’язки мiж рiзницею та з’єднанням. Оскiльки рi-

зниця є частковою операцiєю, яка визначена лише у випадку, коли схе-
ми обох таблиць-аргументiв є однаковими, а схема таблицi-з’єднання є
об’єднанням схем вихiдних таблиць, при дослiдженнi можливої дистри-
бутивностi iснують певнi обмеження на схеми вихiдних таблиць. У [4]
доведено дистрибутивнiсть з’єднання вiдносно рiзницi: нехай R1 – схема
таблицi T1 , R – схема таблицi T2 . Тодi, якщо R – схема таблицi T3 , ви-
конується рiвнiсть: T1⊗(T2−

R
T3) = (T1⊗T2) −

R
⋃
R1

(T1⊗T3) . Зауважимо, що

у випадку, за яким схеми таблиць T2 та T3 не збiгаються, лiва та права
частини наведеної вище рiвностi не можуть одночасно бути визначеними,
оскiльки лiва частина обов’язково буде невизначеною.

Для дослiдження можливої дистрибутивностi рiзницi вiдносно
з’єднання (зважаючи на некомутативнiсть рiзницi будемо розглядати
два варiанти такої дистрибутивностi), так саме, як i для перетину та
об’єднання, одночасна визначенiсть лiвих та правих частин кожного
з наведених нижче виразiв можлива лише за випадку рiвностi схем
вихiдних таблиць. Справедливе твердження.

Лема 14. Нехай R – схема таблиць T1, T2, T3 . Тодi:
а) виконується рiвнiсть (T1 ⊗ T2)−

R
T3 = (T1 −

R
T3)⊗ (T2 −

R
T3) ;

б) виконується включення T1 −
R
(T2 ⊗ T3) ⊇ (T1 −

R
T2)⊗ (T1 −

R
T3) ;

в) рiвнiсть T1 −
R
(T2 ⊗ T3) = (T1 −

R
T2)⊗ (T1 −

R
T3) виконується тодi та

лише тодi, коли T1
⋂
R

T2 = T1
⋂
R

T3 .

Висновки

Таким чином, у роботi розглянуто та систематизовано взаємозв’язки пе-
ретину, об’єднання та рiзницi таблиць мiж собою та з iншими сигнатур-
ними операцiями табличних алгебр: та проекцiєю, селекцiєю, перейме-
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нуванням, насиченням, активним доповненням та з’єднанням. Знайдено
критерiї, за яких деякi взаємозв’язки, що у загальному випадку є включе-
ннями, стають рiвностями. Цi результати можуть бути використаними для
перетворення виразiв, що мiстять табличнi операцiї, задля їх мiнiмiзацiї
або переходу до стандартного вигляду. У подальшому планується розгля-
нути взаємозв’язки мiж iншими табличними операцiями, в першу чергу
операцiї дiлення з рештою сигнатурних табличних операцiй, а також зна-
ходження ймовiрностей виконання знайдених у цiй роботi критерiїв для
довiльних таблиць та таблиць iз певними фiксованими параметрами.
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ВИЗНАЧАЛЬНА ПАРА ДЛЯ ДЕТЕРМIНОВАНИХ ГРАФIВ

В роботi розглядається задача знаходження ефективного лiнгвiстичного представлення
детермiнованих графiв, у яких в околi кожної вершини всi iншi вершини мають по-
парно рiзнi мiтки. Запропоновано представлення таких графiв двома множинами, що
утворюють визначальну пару: перша компонента цiєї пари описує цикли графа, друга
– його висячi вершини. Розглянуто структуру мiнiмальної за кiлькiстю слiв так званої
канонiчної визначальної пари, наведено алгоритм її побудови, знайдено її властивостi та
чисельнi характеристики.

Ключовi слова: графи з розмiченими вершинами, визначальна пара.

Вступ

Теорiя графiв є важливим роздiлом дискретної математики, який надає
потужний апарат для розв’язання задач рiзного ступеня складностi в най-
рiзноманiтнiших галузях наукової та практичної дiяльностi. Широке за-
стосування графiв пов’язане з тим, що вони є природним засобом по-
яснення складних ситуацiй на iнтуїтивному рiвнi. Цi переваги зображен-
ня складних структур i процесiв у виглядi графiв стають ще бiльш вiд-
чутними за наявностi оптимальних засобiв їх представлення. Одним iз
сучасних напрямкiв теорiї графiв є дослiдження розмiчених (зважених)
графiв, тобто графiв, елементи яких – вершини, дуги, iнцидентори тощо
– мають мiтки з попередньо визначеного алфавiту. Такi графи широко
використовуються в iнформатицi та кiбернетицi для описання та моде-
лювання рiзноманiтних обчислювальних процесiв. Серед розмiчених гра-
фiв найбiльш дослiдженими є скiнченнi орiєнтованi графи з розмiченими
ребрами (LTS, зваженi автомати, скiнченнi автомати тощо). Також iснує
багато обчислювальних процесiв (наприклад, у програмуваннi, робото-
техницi, верифiкацiї моделей) [1, 2], якi можна природньо представити
графами з розмiченими вершинами.

©Сенченко О.С., Середа О.А., Притула М.I., 2021
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У роботi [3] запропоновано представлення скiнченних, всюди визначе-
них автоматiв без виходiв системами визначальних спiввiдношень – мно-
жинами пар слiв спецiального вигляду, що задають еквiвалентнi траєкто-
рiї в автоматi. За допомогою такого представлення було розв’язано задачу
характеризацiї – визначення, чи є дана множина пар слiв системою визна-
чальних спiввiдношень для заданого автомата без безпосередньої побудо-
ви самого автомата. На нашу думку, природним є розповсюдження такого
представлення на деякий пiдклас розмiчених графiв. Доцiльнiсть такого
розповсюдження випливає з природнього взаємозв’язку мiж розмiченими
графами та мовами в алфавiтi мiток вершин графiв: траєкторiя перемi-
щень у графi може бути задана послiдовнiстю мiток вершин, а аналiз
таких перемiщень може дати важливу iнформацiю про структуру графа.
Цей взаємозв’язок може дозволити застосувати методи теорiї автоматiв
до аналiзу розмiчених графiв.

Найбiльш близькими до класу автоматiв без виходiв є так званi детер-
мiнованi графи – клас графiв з розмiченими вершинами, у яких в око-
лi кожної вершини всi вершини мають попарно рiзнi мiтки [4]. Графи з
такою розмiткою мають низку важливих застосувань. У детермiнованих
графах траєкторiя руху однозначно вiдновлюється за послiдовнiстю мiток
вершин, тому у якостi об’єкта розповсюдження понять та апарату систем
визначальних спiввiдношень було обрано саме клас детермiнованих гра-
фiв. Для такого розповсюдження у якостi основної було обрано задачу
лiнгвiстичного представлення детермiнованого графа: спiвставленню гра-
фу однiєї чи декiлька скiнченних множин слiв у алфавiтi мiток вершин
графа, що описують можливi (та/або неможливi) траєкторiї руху в графi.
Для такого представлення треба визначитися з кiлькiстю таких множин
слiв (бажано, щоб така кiлькiсть була якомога меншою) та роллю, яку
вiдiграє кожна з цих множин слiв у графi (якi структурнi елементи графа
описує кожна множина). При цьому, цi множини треба обрати у такий
спосiб, щоб можна було винайти унiверсальний алгоритм, який кожно-
му набору цих множин або однозначно спiвставляє детермiнований граф,
або сповiщає, що це зробити неможливо. Також треба винайти алгоритм
переходу вiд будь-якого детермiнованого графа до сказаного вище набору
множин.

Означення

Розглядаються неорiєнтованi, скiнченнi, непорожнi, зв’язнi, звичайнi (та-
кi, що не мiстять петлi та кратнi ребра) детермiнованi графи з розмiчени-



114 Сенченко О.С., Середа О.А., Притула М.I.

ми вершинами G = (V,E,X, ξ(V )) , де V – множина вершин графа, E –
множина його ребер, ξ(V ) : V → X – всюди визначена функцiя розмiтки
вершин графа символами скiнченного алфавiту X = {x1, . . . , xp} , у яких
для будь-яких вершин v, v′, v′′ ∈ V з (v, v′), (v, v′′) ∈ E та ξ(v′) = ξ(v′′)
випливає рiвнiсть v′ = v′′ (далi Д-графи). Змiстовно кажучи, наведене
означає, що у Д-графiв будь-якi двi вершини, що одночасно сумiжнi де-
якiй вершинi, мають рiзнi мiтки. Множину всiх слiв скiнченної довжини
в алфавiтi X будемо позначати через X∗ . Д-графи є дуже зручними для
дослiдження їх структури агентами – графохiдними автоматами, оскiльки,
якщо спостерiгач має карту графа (множини V , E , X та функцiю ξ(V ) )
та знає, на яку вершину дослiджуваного Д-графа був помiщений агент на
початку дослiдження (тобто, iнiцiальну вершину), то за послiдовнiстю
мiток вершин, у яких перебував агент, може бути однозначно вiдновлена
траєкторiя перемiщення агента по графу. У випадку, коли спостерiгачу не
вiдома карта дослiджуваного графа, перемiщення агентiв можуть бути ор-
ганiзованi в такий спосiб, щоб на основi їх аналiзу спостерiгач одержав
шукану iнформацiю про структуру графа (наприклад, складення карти
графа, пошуку у ньому найкоротших шляхiв, порiвняння дослiджуваного
графа з графом-еталоном).

Нехай G = (V,E,X, ξ(V )) – довiльний розмiчений граф. Детермiнi-
зацiєю G назвемо процедуру, яка продовжується до тих пiр, поки в гра-
фi iснують такi рiзнi вершини v, v′, v′′ ∈ V , що одночасно виконуються
умови (v, v′), (v, v′′) ∈ E та ξ(v′) = ξ(v′′) , i складається з ототожнення
вершин v′ та v′′ , замiни кратних ребер, що виникають в результатi цього
ототожнення, одним ребром та вилучення ребра (v′, v′′) (якщо воно iсну-
вало в G ). Зi скiнченностi вершин у графi випливає скiнченнiсть його
детермiнiзацiї.

Зафiксуємо деяку вершину v0 ∈ V Д-графа G = (V,E,X, ξ(V )) , яку
далi будемо називати iнiцiальною, цю вершину за необхiдностi ми будемо
видiляти у позначеннi Д-графа: G = (V,E,X, ξ(V ), v0) . Iзоморфiзмом Д-
графiв G1 = (V1, E1, X, ξ1(V1), v

′) i G2 = (V2, E2, X, ξ2(V2), v
′′) (G1

∼= G2 )
з однаковою множиною мiток вершин X називаємо взаємно однозначну
вiдповiднiсть φ : V1 ↔ V2 мiж множинами їх вершин, що зберiгає їх
iнiцiальнi вершини, вiдношення сумiжностi вершин та функцiю розмiтки
вершин: φ(v′) = v′′ , ∀v′, v′′ ∈ V1 ((v′, v′′) ∈ E1 ↔ (φ(v′), φ(v′′)) ∈ E2)
та ∀v ∈ V1 ξ1(v) = ξ2(φ(v)) .

Оскiльки шляху p = v′0 . . . v
′
k однозначно вiдповiдає слово в алфавiтi

мiток ξ(p) = ξ (v′1) ξ (v
′
2) . . . ξ (v

′
k) , то надалi шлях p розглядатимемо як

слово ξ(p) та позначатимо рiвнiстю v′1p = v′k . Шлях p = x′1x
′
2 . . . x

′
k
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назвемо припустимим для вершини v′1 , якщо ξ(v′1) = x′1 , та iсну-
ють такi вершини v′2, . . . , v

′
k ∈ V , що ξ(v′2) = x′2, . . . , ξ(v

′
k) = x′k , i

(v′1, v
′
2), . . . , (v

′
k−1, v

′
k) ∈ E . Слово x′k . . . x

′
1 будемо називати реверсом сло-

ва p = x′1 . . . x
′
k та позначати його через p−1 . Слово q = x′′1 . . . x

′′
m назвемо

початковим вiдрiзком слова p = x′1 . . . x
′
k у випадку, якщо m ⩽ k та ви-

конуються рiвностi x′′1 = x′1, . . . , x
′′
m = x′m , цей факт позначатимемо через

q ⊆ p .

Визначальна пара для детермiнованих графiв

Всi вершини заданого Д-графа G = (V,E,X, ξ(V ), v0) можна розбити
на два класи за такою процедурою: видалимо з G усi висячi вершини,
вiдмiннi вiд iнiцiальної, разом iз ребрами, що є iнцидентними цим вер-
шинам. Цю процедуру будемо повторювати до тих пiр, поки це можливо.
Одержаний у такий спосiб граф B(G) назвемо базою графа G , вершини,
що входять до B(G) , назвемо базовими, а тi вершини G , що не входять
до B(G) , – вiльними. Неважко бачити, що база графа будується однозна-
чно за скiнченну кiлькiсть крокiв, база B(G) може складатися з однiєї
iнiцiальної вершини (у випадку, коли G є деревом), а у випадку, коли
B(G) мiстить хоча б одну вершину, яка вiдмiнна вiд iнiцiальної, то вона
повинна мiстити хоча б один простий цикл. Звiдси випливає, що кожна
базова вершина, яка є вiдмiнною вiд iнiцiальної вершини v0 , сумiжна що-
найменше двом базовим вершинам. Вiльну вершину v назвемо прямим
предком вiльної вершини v′ , якщо для будь-якого шляху p′ , такого, що
v0p

′ = v′ , виконується v0p = v для деякого початкового вiдрiзка p ⊆ p′ .
Далi вважаємо, що всi шляхи в графi починаються з iнiцiальної верши-

ни. Будемо робити представлення Д-графа G = (V,E,X, ξ(V ), v0) парою
{C,L}(x′) скiнченних множин слiв C,L ∈ X∗ , для якої всi слова з C
та L є припустимими для v0 , слова множини C описують цикли графа
G , а слова L описують його висячi вершини. Далi в роботi пiд термiном
«пара» {C,L}(x′) розумiємо саме такi двi скiнченнi множини C та L ,
що всi слова множини C починаються та закiнчуються символом x′ , а
всi слова множини L починаються з цього символа. При цьому множини
C та L будемо називати компонентами пари {C,L}(x′) .

У [5, 6] визначено процедуру, яка за заданою парою {C,L}(x′) або
будує Д-граф G({C,L}(x′)) , або показує, що за цiєю парою Д-граф по-
будувати неможливо.

Покладемо, що спочатку граф G({C,L}(x′)) складається з однiєї вер-
шини v0 з мiткою ξ(v0) = x′ .
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Етап 1. Для кожного слова pi = x′xi1 . . . x
i
n−1x

′ ∈ C додаємо n − 1
вершину vi1, . . . , v

i
n−1 з мiтками вiдповiдно xi1, . . . , x

i
n−1 та n ребер

(v0, v
i
1), (v

i
1, v

i
2), . . . , (vin−2, v

i
n−1), (v

i
n−1, v0) . Пiсля кожного такого додава-

ння детермiнiзуємо одержаний граф.

Етап 2. У графi, який ми одержали пiсля виконання етапу 1, можуть
iснувати висячi вершини. Кожну таку вершину v , що є вiдмiнною вiд
iнiцiальної вершини v0 , помiщаємо для подальшого аналiзу у множину
Q , яка на початку була порожня.

Етап 3. Для кожного слова pj = x′xj1 . . . x
j
n−1 ∈ L виконуємо таку

послiдовнiсть дiй: додаємо вершини vj1, . . . , v
j
n−1 з мiтками вiдповiдно

xj1, . . . , x
j
n−1 , ребра (v0, v

j
1), . . . , (v

j
n−2, v

j
n−1) та детермiнiзуємо одержаний

граф. Якщо в результатi детермiнiзацiї вершина v0pj не є висячею, то
вважаємо, що граф G({C,L}(x′)) не iснує, i процедура завершується.
Якщо ж в результатi детермiнiзацiї з’явилась висяча вершина v , вiдмiнна
вiд вершини v0pj , то цю вершину помiщаємо для подальшого аналiзу у
множину Q . Пiсля цього переходимо до наступного слова компоненти
L .

Етап 4. Для кожної вершини v ∈ Q розглядаємо всi слова компоненти
L : якщо не iснує такого слова p ∈ L , що вершина v є прямим предком
вершини v0p , то вважаємо, що граф G({C,L}(x′)) не iснує.

Етап 5. Розглядаємо всi слова множини L : якщо iснує таке p ∈ L ,
що вершина v0p не є висячою, то вважаємо, що граф G({C,L}(x′)) не
iснує.

Якщо в результатi виконання цiєї процедури за парою {C,L}(x′) мо-
жливо побудувати граф G({C,L}(x′)) , то таку пару назвемо правильною.
Правильну пару {C,L}(x′) назвемо визначальною для Д-графа G , якщо
G({C,L}(x′)) ∼= G . Зауважемо, що таке завдання Д-графа визначальною
парою в деякiй мiрi (етапами 1 та 3) є аналогiчним представленню авто-
матiв системою визначальних спiввiдношень, запропонованому у [3].

Доцiльнiсть введення другого, четвертого та п’ятого етапiв процедури
побудови Д-графа за парою обумовлено намаганням чiтко роздiлити фун-
кцiї компонентiв пари: передбачається, що слова компоненти C описують
базовi вершини графа, а слова компоненти L – його вiльнi вершини, при-
чому кожне слово p ∈ L описує висячу вершину v0p , а для кожної вiльної
висячої вершини v потрiбне iснувати хоча б одне таке слово p ∈ L , що
v0p = v (зауважимо, що у випадку, коли вершина v0 є висячею, то її не
потрiбно описувати у компонентi L ). У випадку, коли слова множини C
задають деякi вiльнi вершини графа (тобто пiсля виконання етапу 2 мно-
жина Q не є порожньою), цi вiльнi вершини обов’язково повиннi бути
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описаними словами компоненти L (див. етап 4), а якщо такого опису не-
ма, то вважаємо, що за парою {C,L}(x′) граф G({C,L}(x′)) побудувати
неможливо.

Розглянемо дiю окремих етапiв наведеної вище процедури на такому
прикладi.

Приклад 1. Нехай C = {134321, 1245231} , L = {124143, 12342, 132541,
12435}(1) . На рис. 1 а зображено граф, який одержуємо пiсля виконання
етапiв 1 та 2. Вершина v′ , що видiлена, є висячею та вiдмiнною вiд iнi-
цiальної вершини v0 , тому цю вершину помiщаємо до множини Q . На
рис. 1 б зображено граф, який одержуємо пiсля виконання етапу 3. Пiсля
розгляду слова 124143 вершина v′′ , що видiлена, є висячею та вiдмiнною
вiд вершини v0 , тому цю вершину помiщаємо до множини Q . Далi роби-
мо аналiз вершин v′ та v′′ , що входять до множини Q . Оскiльки вершина
v′ є прямим предком вершини u′ , 12342 ∈ L та v012342 = u′ , а також
вершина v′′ є прямим предком самої себе, 132541 ∈ L та v0132541 = v′′

(рис. 1 в), то переходимо до виконання етапу 5. Оскiльки вершина v

(рис. 1 г) не є висячою, v0124143 = v та 124143 ∈ L , то, за умовою
етапу 5, граф G({C,L}(1)) не iснує.

Зауважимо, що для пари {C,L′}(1) , де L′ = L − {124143} граф
G({C,L′}(1)) iснує, вiн зображений на рис. 1 г.
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Рис. 1: Iлюстрацiя процедури побудови Д-графа за заданою парою.

Визначальна пара для детермiнованих графiв

Нехай G = (V,E,X, ξ(V ), v0) – деякий Д-граф. Зафiксуємо на X лiнiй-
ний порядок < : x1 < x2 < · · · < xp . Визначимо на X∗ порядок ⩽ :
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1) для будь-якого xi ∈ X , де 1 ⩽ i ⩽ p , покладемо xi ⩽ xi ;
2) для будь-яких p, q ∈ X∗ , якщо d(p) < d(q) , то p ⩽ q ;
3) для будь-яких p, q ∈ X∗ , якщо p = x′1 . . . x

′
s , q = x′′1 . . . x

′′
s , x′1 = x′′1 ,

. . . , x′k−1 = x′′k−1 i для деякого k ⩽ s виконується x′k < x′′k , то p ⩽ q .
Неважко бачити, що порядок ⩽ на множинi X∗ визначається лiнiйним

порядком < на множинi X .
Визначимо допомiжну множину слiв в алфавiтi X . Базис досяжностi

VG це довiльна множина слiв {w1, w2, . . . , wn} ⊆ X∗ , яка задовольняє
умовам:

1) {v0wi|i = 1, 2, . . . , n} = V ;
2) якщо i ̸= j , i, j ∈ {1, 2, . . . , n} , то v0wi ̸= v0wj ;
3) якщо wi = w′

ix , x ∈ X , то w′
i ∈ {w1, . . . , wn} , i = 1, . . . , n .

Якщо множина VG складається iз слiв, найменших за порядком ⩽ , то
називатимемо її найкоротшим базисом досяжностi. Зрозумiло, що такий
базис визначено однозначно. Далi, якщо не обумовлено iнше, вважати-
мемо, що базис VG найкоротший. Кiстякове дерево графа G , яке при-
родним чином визначається базисом VG , позначимо TV . Показано, що
за умови проведення пошуку вершин, що можуть пiдлягати ототожнен-
ню в процедурi детермiнiзацiї графа за зростанням вiдповiдних ним слiв
з VG , результатом виконання цiєї процедури є Д-граф, що визначається
однозначно.

Опишемо алгоритм побудови так званої канонiчної визначальної па-
ри {ΣG,ΛG} . Спочатку покладемо ΣG = ∅ i ΛG = ∅ . Якщо граф G

складається з однiєї вершини v0 , то покладемо ΣG = ∅ , ΛG = ∅ i
VG = {ξ (v0)} . Нехай граф G мiстить бiльше нiж одну вершину. Спо-
чатку до множини ΛG додаємо усi слова w ∈ VG такi, що вершина
v0w є висячою вершиною графа G . Пiсля цього для кожної двiйки слiв
p, q ∈ VG − ΛG , якщо жодне з них не є початковим вiдрiзком iншого i
v0pq

−1 = v0 , то додаємо до множини ΣG менше за порядком ⩽ iз слiв
pq−1 або qp−1 . Далi прибираємо усi повтори слiв у ΣG , залишаючи по
одному екземпляру.

Сформулюємо властивостi слiв, що належать множинi ΣG .
Лема 1. Нехай ΣG ̸= ∅ . Тодi виконуються такi твердження:
а) для будь-якого σ ∈ ΣG iснують такi p, q ∈ X∗ , що pq = σ та p ∈ VG

i q−1 ∈ VG ;
б) якщо σ ∈ ΣG , то d(σ) ⩽ 4 ;
в) для кожного σ ∈ ΣG знайдуться такi p, q ∈ X∗ , x, y ∈ X , x ̸= y ,

що σ = pxqyp−1 .
Для будь-якої вершини v ∈ V через spv позначатимемо найкоротше
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за порядком ⩽ слово, для якого v0spv = v .
Лема 2. Нехай (v1, v2) – деяке ребро графа G = (V,E,X, ξ(V ), v0) ,

ξ(v1) = x′1 та ξ(v2) = x′2 . Тодi iснують такi z1, z2 ∈ X∗ , що виконується
хоча б одне з тверджень:

а) spv1x
′
2z1 ∈ ΣG

⋃
ΛG ;

б) spv2x
′
1z2 ∈ ΣG

⋃
ΛG .

Лема 3. Якщо хоча б одна компонента {ΣG,ΛG} графа
G = (V,E,X, ξ(V ), v0) не є порожньою множиною, то для кожної
вершини v ∈ V iснують такi z1, z2, z3 ∈ X∗ , що виконується хоча б одне
з тверджень:

а) spvz1 ∈ ΛG ;
б) spvz2 ∈ ΣG ;
в) z3(spv)−1 ∈ ΣG .
З процедури побудови графа за його визначальною парою випливає

наступне твердження.
Теорема 1. G({ΣG,ΛG}) ∼= G .
Було знайдено чисельнi оцiнки компонентiв канонiчної визначальної

пари Д-графа G = (V,E,X, ξ(V ), v0) . Нехай далi G мiстить n вершин
та m ребер.

Теорема 2. |ΣG| = m− n+ 1 .
Позначимо ⌈x⌉ – найменьше натуральне число, що не меньше за x .
Теорема 3. Якщо m = n−1 , то 1 ⩽ |ΛG| ⩽ n−1 . Якщо ж m > n−1 ,

то 0 ⩽ |ΛG| ⩽ n − ⌈32 +
√

9
4 − 2 · n+ 2 ·m⌉ , причому всi оцiнки є дося-

жними (рис. 2).

а б

v1 v2 vn-1

v0

...

v1
v0 vn-1

...

Рис. 2: Дерева, для яких максимальна (а) та мiнiмальна (б) оцiнки потужностi другої
компоненти канонiчної визначальної пари є досяжними.

Далi знайдемо оцiнки значень ∥ΣG∥ та ∥ΛG∥ – сумарної довжини усiх
слiв кожної компоненти визначальної пари {ΣG,ΛG} .

Теорема 4.

4(m−n+1) ⩽ ∥ΣG∥ ⩽ 4(m−n+1)
(
n− ⌈32 +

√
9
4 − 2 · n+ 2 ·m⌉+ 2

)
,

причому цi оцiнки є досяжними.
Теорема 5. Якщо Д-граф G є деревом, то n ⩽ ∥ΛG∥ ⩽ ⌈n2+2n

4 ⌉ , при-
чому всi оцiнки є досяжними.
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Висновки

Таким чином, у роботi наведено лiнгвiстичне представлення детермiно-
ваних графiв з iнiцiальною вершиною. Описано алгоритм побудови кано-
нiчної визначальної пари. Знайдено окремi властивостi та чисельнi оцiн-
ки канонiчної визначальної пари для детермiнованих графiв iз вiдомою
кiлькiстю вершин та ребер – кiлькiсть слiв у першiй компонентi пари та
мiнiмальнi й максимальнi досяжнi оцiнки кiлькостi слiв у другiй компо-
нентi пари, а також мiнiмальнi й максимальнi досяжнi оцiнки об’єму слiв
у першiй компонентi пари та такi самi оцiнки для другої компоненти пари
за випадку коли граф є деревом. Подальшi дослiдження пов’язанi з дослi-
дженням окремих класiв детермiнованих графiв – так званих сильно- та
слабо-детермiнованих.
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СТIЙКIСТЬ ТА ЗБIЖНIСТЬ В МОДЕЛЯХ КЕРУЮЧИХ
НЕЙРОДИНАМIЧНИХ СИСТЕМ

На основi застосування апарату прямого методу Ляпунова дослiджено питання стiйкостi
та збiжностi розв’язкiв в керуючих моделях нейродинамiки (сiток Хопфiлда), що описанi
в термiнах функцiонально-диференцiальних рiвнянь з вiдхиленням аргументу.

Ключовi слова: нейроннi мережi, стiйкiсть, метод Ляпунова, вiдхилення аргумен-
ту.

Вступ

З упевненiстю можна сказати, що предметом сучасної теорiї керування
є проектування систем, якi, крiм того, що у певному сенсi оптимiзують
заданий критерiй якостi, ще й (бажано) працюють без втручання люди-
ни [1]. Це вiдповiдає одному з напрямкiв штучного iнтелекту, як методу,
пiдходу, способу проектування складних оптимальних систем, на основi
використання комп’ютерних систем та технологiй [2]. Враховуючи скла-
днiсть сьогоднiшнiх реальних завдань (велика розмiрнiсть, багатокрите-
рiальнiсть, рiзноманiтна невизначенiсть), а також необхiднiсть прийняття
рiшень в iнтерактивному режимi, зростає значення використання шту-
чних нейронних мереж при їх вирiшеннi.

Область знань, у якiй нейроннi мережi розглядаються як нелiнiйнi ди-
намiчнi системи й основна увага придiляється проблемам стiйкостi та збi-
жностi називається нейродинамiкою [3-8]. Класична теорiя стiйкостi має
на увазi стiйкiсть окремо взятої траєкторiї (як правило положення рiв-
новаги). Тому розглядаються моделi, якi описуються динамiчними систе-
мами (диференцiальними або рiзницевими), що мають одне положення
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рiвноваги. Якщо розглядати системи, що мають кiлька положень рiвно-
ваги, то iснує поняття «грубi системи». На жаль, якщо для нелiнiйних
систем на площинi iснують необхiднi та достатнi умови «грубостi», то
для систем великої розмiрностi цi умови вiдсутнi.

Системи рiвнянь, що описують динамiчнi процеси нейродинамiки, ма-
ють дуже велику розмiрнiсть. Тому пряме використання класичних мето-
дiв дослiдження стiйкостi тут неможливе. Класичнi способи дослiдження
наштовхуються на важкi проблеми великої розмiрностi. I в системах, якi
описують моделi нейродинамiки, часто використовують поняття «системи
зi слабкою нелiнiйнiстю», тобто системи з видiленою лiнiйною частиною
та нелiнiйнiстю, що знаходиться в деякому досить малому лiнiйному се-
кторi [9-12]. Вочевидь, що з малої величини «слабкої нелiнiйностi» стiй-
кiсть становища рiвноваги нелiнiйної системи випливатиме з асимптоти-
чної стiйкостi системи першого лiнiйного наближення. Звiдси, зокрема,
витiкатиме збiжнiсть процесiв навчання штучних нейромереж.

Ще одним пiдходом дослiдження динамiчних систем великої розмiр-
ностi є метод порiвняння, який успiшно розробляли В.М. Матросов,
А.А. Мартинюк та їхнi учнi. Система розбивається на пiдсистеми та буду-
ються окремi функцiї Ляпунова. Висновок про стiйкiсть вихiдної системи
виробляється виходячи з дослiдження «системи порiвняння», отриманої з
функцiй Ляпунова окремих пiдсистем. Однак, наскiльки вiдомо авторам,
цей пiдхiд при дослiдженнi процесiв стiйкостi моделей нейродинамiки не
використовувався.

Також у якостi пiдходу до подолання фактора «великої розмiрностi»
можливо використання поняття «колективна динамiка», яке з’явилося
останнiм часом. Воно дозволяє дослiджувати групову поведiнку систем
великої розмiрностi. Однак у цьому напрямi робляться лише першi кро-
ки. Ще однiєю особливiстю, яка виникає при дослiдженнi динамiчних
процесiв у нейродинамiцi, є врахування часу пiслядiї. Реальнi процеси
неспроможнi вiдбуватися миттєво. Тому iгнорування цього чинника може
призвести до помилкових висновкiв щодо динамiки навчання чи розпi-
знавання [6,8].

Постановка задачi

У цiй роботi проведено спробу зробити огляд робiт з дослiдження
стiйкостi та збiжностi розв’язкiв систем диференцiальних рiвнянь, якi
моделюють процеси нейродинамiки. Необхiдно провести дослiдження
неперервно-дискретних динамiчних систем iз запiзненням у задачах ди-
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намiки штучного iнтелекту при розробцi природомовних iнформацiйних
процесiв та систем. Зокрема, провести дослiдження стiйкостi нейромереж
Хопфiлда та побудову оцiнки збiжностi процесiв навчання нейромереж з
урахуванням пiслядiї, як у виглядi запiзнення аргументу, так i нейтраль-
ного типу.

Математичнi моделi динамiки нейронних мереж, що описуються нелi-
нiйними диференцiальними рiвняннями, з видiленою асимптотично стiй-
кою дiагональною лiнiйною частиною, розглянутi в [8-10]. Слiд зазначи-
ти, що при дослiдженнi динамiки потрiбно враховувати час обробки та
передачi сигналiв. Тому бiльш адекватними моделями є моделi, що вра-
ховують фактор запiзнення. Про це було зазначено зокрема в роботi [4].

Як було зазначено в [6], динамiку сукупностi елементiв нейромережi
можна описати системою диференцiальних рiвнянь

Ci
dvi (t)

dt
= −vi (t)

Ri
+

n∑
j=1

ωijxj (t) + Ij

Для заданого iндукованого локального поля vi (t) можна визначити
вихiд нейрона i за допомогою вiдношення xj (t) = φ (vj (t)) . Фун-
кцiя активацiї φ (•) , яка визначає вiдношення виходу xj (t) нейрона
j до його вхiдного iндукованого локального поля vj (t) , є неперервно-
диференцiйовною функцiєю. Частiше за все в якостi функцiї активацiї
використовують логiстичну функцiю

φ (vj) =
1

1 + exp {−vj}
, j = 1, n.

Тодi, використаши замiну

ai =
1

RiCi
, wi =

ωij
Ci
,

отримаємо систему

dvi (t)

dt
= −aivi (t) +

n∑
j=1

wijφj (νj (t)) +Kj.

Ще одна модель нейродинамiки може бути описана такою системою
диференцiальних рiвнянь

dxi (t)

dt
= −aixi (t) + φ

(
n∑
j=1

wijxj (t)

)
.
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Мережа Хопфiлда складається з багатьох нейронiв, що формують си-
стему з множиною зворотних зв’язкiв. Кiлькiсть зворотних зв’язкiв до-
рiвнює кiлькостi нейронiв. Вихiд кожного нейрона замикається через еле-
мент одиничної затримки на решту нейронiв мережi. Але кожний нейрон
цiєї мережi не має зворотних зв’язкiв iз собою. У цьому випадку рiвнян-
ня динамiки можна переписати у виглядi такої системи диференцiальних
рiвнянь

Ci
dvi (t)

dt
= −vi (t)

Ri
+

n∑
j=1

ωijφj (vj (t)) + Ij.

Мережа Хопфiлда матиме динамiчну рiвновагу, якщо на її вхiд по-
дається образ, який вiдображається сам у себе. З погляду фiзики повна
енергiя системи у цiй точцi буде мiнiмальною. Енергетична функцiя (по
сутi, функцiя Ляпунова) може бути задана у виглядi суми кiнетичної та
потенцiйної енергiї

V (y) =
1

2

n∑
i,j=1

wijyiyj +
n∑
k=1

δkyk.

I, як випливає з теорем другого методу Ляпунова, стацiонарний стан
мережи буде асимптотично стiйким, якщо функцiя Ляпунова буде додатно
визначеною, а повна похiдна в силу системи буде вiд’ємно визначеною.

Основною, що розглядається, є мережа Хопфiлда, яку описано такою
системою звичайних диференцiальних рiвнянь

Ci
dyi (t)

dt
= − 1

Ri
yi (t) +

n∑
j=1

νijφj (yj (t)) + Ii, t ⩾ 0, i = 1, n.

З урахуванням часу обробки сигналiв, необхiдно використати системи
диференцiально-рiзницевих рiвнянь з запiзнюванням аргументу

Ci
dyi (t)

dt
= − 1

Ri
yi (t) +

n∑
j=1

νijφj (yj (t− τ)) + Ik, t ⩾ 0, i = 1, n.

Тут n – число нейронiв мережи, y (t) = (y1 (t) , y2 (t) , . . . , yn (t))
T – ве-

ктор стану мережи в момент часу t > 0 ; Ri , Ci , Ii , i = 1, n – опiр,
ємнiсть й зовнiшнiй струм вiдповiдно.

Замiною ai =
1

RiCi
, ωij =

νij
Ci

, I0i = Ii
Ci

, i = 1, n , j = 1, n системи
можна звести до систем у, так званому, стандартному виглядi

dyi (t)

dt
= −aiyi (t) +

n∑
j=1

ωijφj (yj (t)) + I0i , t ⩾ 0, i = 1, n.
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А з урахуванням запiзнювання, остаточно матимемо систему яка реально
описує нейродинамiчнi процеси у мережi Хопфiлда

dyi (t)

dt
= −aiyi (t) +

n∑
l=1

ωijφj (yj (t− τ)) + I0i , t ⩾ 0, i = 1, n.

Метод дослiдження

У данiй роботi з метою дослiдження стiйкостi використовується метод
функцiй Ляпунова з додатковою умовою типу Б.С. Разумiхiна. У роботах
[7-9] були отриманi умови асимптотичної стiйкостi положення рiвноваги
систем iз запiзненням. При iх побудовi використовувався метод автоном-
них функцiй Ляпунова з умовою Разумiхiна. Функцiя будувалася у виглядi
суми квадратiв фазових координат.

Проте, якщо необхiдно отримати не тiльки самi умови стiйкостi, а й
оцiнки збiжностi розв’язкiв, то автономна функцiя Ляпунова не пiдхо-
дить. Треба використовувати неавтономну функцiю Ляпунова, поверх-
ня рiвня якої являє собою «поверхню, що стискається, та мiстить всi
розв’зки всерединi себе».

Висновки

Розглянутi системи диференцiальних рiвнянь iз видiленою негативною лi-
нiйною дiагональною частиною та нелiнiйнiстю спецiального виду. Такi
системи зустрiчаються при вивченнi процесi нейродинамiки, зокрема ди-
намiки нейронних мереж. Отримано умови асимптотичної стiйкостi по-
ложення рiвноваги. Розглянуто також системи iз запiзненням аргумен-
ту. Дослiдження стiйкостi проведено з використанням як функцiоналiв
Ляпунова-Красовського так й функцiй Ляпунова. Завдяки останньому та
з використанням пiдходу LMI результати є конструктивними, бо всi умови
мають вигляд матричних нерiвностей, що легко чисельно перевiряються.
В подальшому можливе узагальнення на випадок складних нейродинамi-
чних систем, якi описуються у виглядi функцiонально-диференцiальних
рiвнянь нейтрального типу.
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АЛГОРИТМИ СТВОРЕННЯ IНТЕРАКТИВНОГО ТРЕНАЖЕРА
ДЛЯ НАВЧАННЯ ТА ТРЕНУВАННЯ НАВИЧОК СТРIЛЬБИ

Наводяться результати по створенню тренажер для навчання та тренування одиночному
i груповому веденню бою в складi пiдроздiлу. Тренажер є моделлю реальних об’єктiв та
процесiв, тому повиннi застосовуватися тi ж самi критерiї оцiнювання пострiлу та дiй
стрiлкiв з урахуванням погодних умов стрiльби та поведiнки мiшеней (цiлей) та вимог
до припустимої похибки вимiрювань. Удосконалено вiдомi i розроблено новi алгоритми
обробки сигналiв: виявлення всiх свiтлових засвiчень, утворених лазерними модулями
навчальної зброї та визначення їх координат; збiр iнформацiї вiд апаратної складової
тренажерного комплексу; обробка масиву даних, отриманих вiд кожного макету зброї.

Ключовi слова: модель, камера, проектор, тренажер, мультимедiйний тир.

Вступ

Сучаснi умови ведення бою вимагають вiд особового складу стiйких iн-
дивiдуальних практичних навичок використання озброєння та вiйськової
технiки в рiзних умовах обстановки i високої пiдготовленостi до дiй у
складi тактичних груп. Оснащення збройних сил провiдних країн новiтнi-
ми зразками технiки вимагає змiни поглядiв на бойову пiдготовку, тому
надзвичайно актуальними є тренування особового складу за допомогою
моделюючих тренажерiв, якi дiють у вiртуальному просторi [1].

Аналiз зображень влучань на тлi мiшенi

Алгоритм визначення положення влучень у цiль базується на аналiзi по-
токового зображення з фотографiчного сенсора, iз застосуванням опти-
мiзацiї, яка полягає у розглядi пiкселiв з певним кроком. Це дозволяє
аналiзувати не всi пiкселi пiдряд, а тiльки у обмеженiй зонi пошуку за-
свiчень [2]. Для виявлення корисного сигналу видiляються засвiчення на
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екранi, що сформованi лазерним модулем навчальної зброї, з урахуванням
впливiв вiд сусiднiх засвiчень, дистанцiї до мiшенi та кута влучання.

Вiдтворення реалiстичних зображень на тлi мiшенi

Реалiстичнiсть досягається шляхом вiзуальної вiдповiднiсть генерованого
зображення реальному об’єкту. Тому повинна забезпечуватися реалiсти-
чнiсть окремих об’єктiв (фону, мiшеней, перешкод тощо) – кутовi розмiри
мiшеней повиннi вiдповiдати iмiтованiй вiдстанi до цiлей, вигляд мiше-
ней повинен вiдповiдати реальним об’єктам, положення кожного об’єкту
на екранi повинне вiдповiдати модельованому положенню об’єкта у про-
сторi. Обов’язково забезпечується можливiсть фiксацiї точки влучення з
урахуванням балiстичних характеристик. Одним з ключових моментiв є
розробка бази мiшеней. База мiшеней мiстить мiшенi рiзної типологiї.
Реалiстичнi розмiри мiшеней, розраховуються програмою з урахуванням
зазначених розмiрiв екрану, вiдстанi до екрану та дистанцiї стрiльби.

Результати i подальшi дослiдження

Розробленi алгоритми обробки сигналiв, що використовуються у трена-
жерi, забезпечують достатню швидкодiю для досягнення мiнiмального
промiжку мiж двома сусiднiми пострiлами кожного макету та високу то-
чнiсть визначення координат кожного засвiчення. При створеннi макету
тренажера були застосованi методи та алгоритми машинної графiки, що
дозволяють масштабувати зображення, вирiвнювати краї дискретних зо-
бражень, методи та алгоритми моделювання мiсцевостi, мiшенної обста-
новки та стрiльби. Подальшi дослiдження спрямованi на удосконалення
запропонованого пiдходу, проведення експериментiв та реалiзацiю iнфор-
мацiйної технологiї.
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