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на дисертацiйну роботу Зозулi Євгена Сергiйовича
"Якiснi властивостi розв’язкiв вироджених елiптичних i параболiчних рiвнянь з

сингулярними молодшими членами" ,
представлену на здобуття ступеня доктора фiлософiї

з галузi знань 11 "Математика i статистика"
за спецiальнiстю 111 "Математика"

Вироджуванi нелiнiйнi елiптичнi i параболiчнi рiвняння виникають при математи-
чному моделюваннi багатьох процесiв, що вiдбуваються у сильно неоднорiдних сере-
довищах. Як правило, для таких рiвнянь класичних розв’язкiв може не iснувати або
довести їх iснування вкрай складно, а тому говорять про рiзного рiвня узагальнення
цих розв’язкiв на випадок тих чи iнших рiвнянь i називають їх узагальненими або
слабкими (як в данiй дисертацiї) розв’язками. Слабкi розв’язки беруться iз досить
широких функцiйних просторiв i природно виникають питання про додатковi, так
званi, якiснi властивостi цих розв’язкiв, як наприклад, локальна чи глобальна обме-
женiсть, поточковi оцiнки, звичайна неперервнiсть i неперервнiсть за Гельдером, не-
рiвнiсть Гарнака, тощо. Як правило, цi властивостi мають локальний характер, тобто
вони характеризують слабкi розв’язки в обмежених пiдобластях областей, в яких за-
данi рiвняння. Розрiзняють два типи локальних властивостей розв’язкiв: внутрiшнi
та примежевi. Першi з них стосуються властивостей розв’язкiв у строго внутрiшнiх
пiдобластях i при їх встановленнi використовують властивостi вхiдних даних рiвнян-
ня (грубо кажучи, коефiцiєнтiв i вiльних членiв), а другi — у обмежених пiдобластях,
що "дотикаються" до межi областi задання рiвняння i при їх встановленнi викори-
стовують властивостi вхiдних даних рiвняння (грубо кажучи, коефiцiєнтiв i вiльних
членiв) та функцiй з крайових i початкових умов, а також гладкiсть межi областi
задання.

Якiснi властивостi слабких розв’язкiв однорiдних лiнiйних елiптичних рiвнянь
дивергентного типу другого порядку з вимiрними коефiцiєнтами без молодших чле-
нiв, такi як локальна обмеженiсть, неперервнiсть за Гельдером та нерiвнiсть Гарнака,
вiдомi ще з результатiв Де Джорджi, Неша та Мозера. Цi результати було пошире-
но Серрiном, Ладиженською та Уральцевою, Аронсоном та Серрiном i Трудiнгером
на широкi класи елiптичних та параболiчних рiвнянь з молодшими членами з вiд-
повiдних просторiв Лебега. На даний час аналогiчнi результати отриманi i для ево-
люцiйних рiвнянь з p -лапласiаном, рiвнянь пористого середовища та параболiчних
рiвнянь з абсорбцiєю. Наприклад, Кiлпелайнен i Мали встановили точковi оцiнки
розв’язкiв, Каффареллi, Еванс, Дi Бенедетто, Фрiдман довели неперервнiсть слаб-
ких розв’язкiв рiвнянь пористого середовища, Дi Бенедетто показав неперервнiсть
за Гельдером слабких розв’язкiв еволюцiйних рiвнянь з p -лапласiаном та молодши-
ми членами з лебегових просторiв. Але залишаються вiдкритими проблеми якiсної
теорiї сильно нелiнiйних i вироджуваних елiптичних та параболiчних рiвнянь. Цi
проблеми частково вирiшуються в данiй дисертацiйнiй роботi. Тому тема дисертацiї
є актуальною.
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Об’єктом вивчення даної дисертацiї є сильно нелiнiйнi елiптичнi та параболiчнi
рiвняння iз вироджуваними та/або сингулярними коефiцiєнтами.

Предмет вивчення — внутрiшнi якiснi властивостi слабких розв’язкiв таких рiв-
нянь.

Мета дисертацiйної роботи Зозулi Є.С. — дослiдження внутрiшнiх якiсних вла-
стивостей (таких як поточковi оцiнки, неперервнiсть, нерiвнiсть Гарнака, тощо) слаб-
ких розв’язкiв рiвняння пористого середовища та рiвняння з p -лапласiаном з ви-
роджуваними та/або сингулярними ваговими коефiцiєнтами в головнiй частинi, а
також рiвняння пористого середовища, що мiстить ваговий абсорбцiйний член.

Робота складається з анотацiї, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку вико-
ристаних джерел i додатку зi списком публiкацiй автора за темою дисертацiї.

Анотацiя повнiстю вiдображає суть всiєї роботи.
У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, визначено мету, завдання,

об’єкт та предмет дослiдження, вказано методи дослiдження, сформульовано нау-
кову новизну, теоретичне та практичне значення отриманих результатiв. Наведено
вiдомостi про публiкацiї, особистий внесок здобувача та апробацiю результатiв ди-
сертацiї.

У першому роздiлi наведено достатньо повний огляд та аналiз першоджерел за
тематикою дисертацiйної роботи, придiлено увагу iсторiї та сучасному становищу
проблематики, якiй присвячена дана дисертацiя, а також визначено актуальнi на-
прямки дослiджень.

Другий роздiл присвячений дослiдженню слабких розв’язкiв рiвняння пористого
середовища з ваговими коефiцiєнтами з класiв Маккенхаупта. Основними результа-
тами роздiлу є поточковi оцiнки слабких розв’язкiв для виродженого та сингулярного
випадкiв (теореми 2.1 та 2.2), твердження про неперервнiсть розв’язкiв (теорема 2.3)
та виконання нерiвностi Гарнака для невiд’ємних розв’язкiв (теорема 2.4).

У третьому роздiлi розглядаються слабкi розв’язки параболiчних рiвнянь з p -
лапласiаном та коефiцiєнтами, що є представниками класiв Маккенхаупта. Основ-
ними результатами роздiлу є поточкова верхня оцiнка слабких розв’язкiв у виро-
дженому випадку (теорема 3.1), твердження про обмеженiсть (теорема 3.2) та непе-
рервнiсть розв’язкiв (теорема 3.3) та доведення нерiвностi Гарнака для невiд’ємних
розв’язкiв (теорема 3.4).

У четвертому роздiлi розглядаються якiснi властивостi слабких розв’язкiв рiв-
няння пористого середовища з абсорбцiєю. Основними результатами роздiлу є дове-
дення нерiвностi Гарнака для невiд’ємних розв’язкiв рiвняння (теорема 4.1), апрiорнi
оцiнки типу Келлера-Оссермана (теорема 4.2), твердження типу леми Де Джорджi
для рiвняння пористого середовища з абсорбцiєю (теорема 4.3).

Вiдмiтимо, що з одержаних результатiв для параболiчних рiвнянь легко виплива-
ють вiдповiднi результати для елiптичних рiвнянь, якi отримуються з дослiджених
параболiчних при умовi, що в них члени з похiдною невiдомої функцiї за часовою
змiнною вiдсутнi, а коефiцiєнти i вiльнi члени рiвнянь вiд часової змiнної не зале-
жать. Справдi, розв’язки таких елiптичних рiвнянь (якi, очевидно, вiд часової змiнної
не залежать) можна вважати розв’язками вiдповiдних параболiчних рiвнянь з рiвним
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одиницi коефiцiєнтом при похiднiй розв’язку за часовою змiнною.
Всi основнi результати дисертацiї Зозулi Є.С. є новими i отриманi автором особи-

сто. Варто вiдзначити, що дисертант вирiшив складнi iдейнi та технiчнi проблеми,
застосував факти з рiзних галузей математики. Зокрема, для вирiшення поставлених
завдань у дисертацiйнiй роботi введенi новi ваговi потенцiали та використанi iтерацiй-
на технiка Де Джорджi, метод локальних енергетичних оцiнок, метод внутрiшнього
масштабування Дi Бенедетто, iтерацiйна технiка Кiлпелайнен-Мали, адаптована для
дослiдження параболiчних рiвнянь, метод точних поточкових оцiнок розв’язкiв типу
"нелiнiйного"потенцiалу , який був запропонований I.В. Скрипнiком для елiптичних
дивергентних квазiлiнiйних рiвнянь та розвинутий I.I. Скрипнiком для параболiчних
рiвнянь. Це, зокрема, дає пiдстави стверджувати, що здобувач оволодiв методологiєю
наукової дiяльностi на достатньо високому рiвнi.

Робота має теоретичний характер. Отриманi результати можуть бути використанi
для проведення подальших наукових дослiджень у вiдповiднiй тематицi.

Основнi результати дисертацiї достатньо повно опублiковано в 7 статтях, 4 з яких
— у виданнях, що входять до мiжнародних наукометричних баз (Scopus), 3 — у фа-
хових вiтчизняних виданнях. Робота пройшла апробацiю на конференцiях (4 тез до-
повiдей) та наукових семiнарах (3 виступи з доповiддю).

Робота виконана на достатньо високому науковому рiвнi, оформлена вiдповiдно
до чинних правил оформлення дисертацiй, матерiал викладено логiчно послiдовно,
доведення тверджень достатньо повнi i математично строгi. Отриманi результати
вiдповiдають темi дисертацiї.

Мають кiлька зауважень та побажань до оформлення дисертацiї:
1) Оскiльки в дисертацiї вивчаються тiльки внутрiшнi локальнi властивостi слабких
розв’язкiв дослiджуваних рiвнянь, то в роздiлi 2 можна не вважати, що область Ω є
обмеженою, i, крiм того, всюди в змiстовнiй частинi (роздiли 2 — 4) дисертацiї слабкi
розв’язки вiдповiдних рiвнянь варто розглядати в просторах локально iнтегровних
функцiй (див., наприклад, роботу [44]), а тестовi функцiї брати гладкими i фiнiтними,
тобто з компактними носiями в областi задання рiвнянь.
2) На сторiнцi 39, 3-iй рядок знизу, замiсть слiв "ψy(r) не є спадною" треба, як
випливає з контексту, писати слова "ψy(r) є зростаючою" . Також там варто було
навести приклад функцiї ψy(r) .
3) B умовi (2.14) описка: замiсть Iv,w,f (x, t, R) треба Iv,w,f (x, t, R,

1
ψx(R)

) .
4) У формулюваннi теореми 2.3 описка: має бути m > 1 замiсть (2.11).
У формулюваннi теореми 2.4 описка: умова (2.11) є зайвою i її треба прибрати.
5) В (3.7) має бути |f | замiсть f .
6) У формулюваннi теореми 3.1 описка: символи c0, c1 є зайвими, а замiсть N треба
писати n .
7) Перед формулюванням теореми 3.3 у визначеннi Φf (ρ) описка, а саме, пропущено
sup

(x,t)∈ΩT

перед P f
v,w(x, t; ρ) , тобто має бути Φf (ρ) := sup

(x,t)∈ΩT

P f
v,w(x, t; ρ) .

8) Позначення, якi фiгурують у формулюваннi теореми 3.4, бажано було б навести
перед формулюванням цiєї теореми (вони наведенi пiзнiше на стор. 113).
9) В iнтегральнiй тотожностi (4.8) описки: пропущено символ φ бiля a0 i b .
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Цi зауваження та описки i мовнi огрiхи граматичного i стилiстичного характе-
ру, якi зустрiчаються в текстi, не мають принципового значення i не впливають на
загальну позитивну оцiнку роботи.

Дисертацiя є завершеною працею, в якiй отриманi новi науково обґрунтованi ре-
зультати, що в сукупностi вирiшують конкретну наукову задачу суттєвого значення
для теорiї диференцiальних рiвнянь.

Вважаю, що дисертацiйна робота Зозулi Євгена Сергiйовича "Якiснi властивостi
розв’язкiв вироджених елiптичних i параболiчних рiвнянь з сингулярними молодши-
ми членами" задовольняє всi вимоги чинного положення про присудження наукових
ступенiв, а її автор заслуговує присвоєння наукового ступеня доктора фiлософiї за
спецiальнiстю 111 "Математика".

Офiцiйний опонент
професор кафедри математичної статистики i
диференцiальних рiвнянь
Львiвського нацiонального унiверситету
iменi Iвана Франка,
доктор фiзико-математичних наук,
професор Бокало М.М.
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