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АНОТАЦІЯ

Кузьм,іна В.О. Нелінійні інтегро-диференціальні крайові задачі, не 
розв’язані відносно похідної. — Кваліфікаційна наукова праця на правах 
рукопису.

Дисертація на здобуття наукового супеня доктора філософії за спе­
ціальністю 111 Математика (Галузь знань 11 Математика та статистика). 
Інститут прикладної математики і механіки Національної академії наук 
України, Черкаси, 2024.

Дисертація присвячена дослідженню проблем знаходження констру­
ктивних умов існування та побудові розв’язків нелінійної крайової зада­
чі для інтегро-диференціальних рівнянь типу Фредгольма з виродженим 
ядром. Для знаходження розв’язку нелінійної інтегро-диференціальної кра­
йової задачі на основі модифікації метода Ньютона-Канторовича побудо­
вано ітераційну схему із квадратичною збіжністю. Задля обгрунтування 
квадратичної збіжності методу Ньютона-Канторовича запропоновано ори­
гінальні умови збіжності. Отримані результати перенесено на нелінійні кра­
йові задачі для інтегро-диференціальних рівнянь типу Фредгольма з ви­
родженим ядром. Як приклади застосування запропонованих ітераційних 
схем, знайдені наближення до розв’язків нелінійних крайових задач для 
інтегро-диференціальних рівнянь типу Фредгольма з виродженим ядром. 
Основною відмінністю даної дисертації є знаходження конструктивних умов 
існування та побудова розв’язків нелінійної крайової задачі для інтегро- 
диференціальних рівнянь типу Фредгольма з виродженим ядром, взагалі 
кажучи, не розв’язаної відносно похідної.

Інтерес до вивчення інтегро-диференціальних систем пов’язаний з чи­
сленними застосуваннями подібних систем в економіці, механіці, теорії керу­
вання, при вивченні динаміки популяцій а також, в обчислювальній нейро- 
біології (модель Вільсона-Кована). Вивчення інтегро-диференціальних кра­
йових задач пов’язане також із численними застосуваннями таких задач у 
теорії нелінійних коливань, у механіці, біології, радіотехніці, теорії керу­
вання, теорії стійкості руху. Характерна особливість крайових задач для
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інтегро-диференціальних систем полягає у тому, що їх лінійна частина є 
оператором, який, взагалі кажучи, не має оберненого. Наслідком цього є 
суттєве ускладнення дослідження умов розв’язності та побудови розв’язків 
крайових задач для інтегро-диференціальних систем, в тому числі, іптегро- 
диферепціальпих крайових задач, не розв’язаних відносно похідної.

Метою дисертаційної роботи є визначення конструктивних умов існу­
вання та побудова алгоритмів знаходження розв’язків інтегро-диферен­
ціальної крайових задач для інтегро-диференціальних систем, в тому числі, 
інтегро-диференціальних крайових задач, не розв’язаних відносно похідної.

Об’єктом дослідження дисертаційної роботи є інтегро-диференціальні 
крайові задачі, не розв’язані відносно похідної, а також ітераційні схеми для 
знаходження наближень до розв’язків інтегро-диференціальної крайової за­
дачі, не розв’язаної відносно похідної.

Для розв’язання поставлених задач у дисертаційній роботі були ви­
користані техніка псевдообернення (за Муром-Пенроузом) матриць і проек­
торів, побудована Р. Муром і Р. Пенроузом і розвинена в роботах
А.М. Самойленка та O.A. Бойчука, а також конструкції оператора Гріна 
задачі Коші та узагальненого оператора Гріна для лінійної крайової зада­
чі для інтегро-диференціальних рівнянь типу Фредгольма з виродженим 
ядром, побудовані у статтях А.М. Самойленка, O.A. Бойчука та С.А. Кри­
вом іеї. Поставлена в роботі задача продовжує дослідження умов розв’язності 
лінійних нетерових крайових задач, наведених у монографіях А.М. Самой­
ленка, М.В. Азбелева, В.П. Максимова, Л.Ф. Рахматулліної і O.A. Бойчука. 
Дослідження диференціально-алгебраїчних крайових задач тісно пов’язане 
з дослідженням матричних рівнянь Ляпунова та Сильвестра, розвинених 
у роботах П. Ланкастера, П. Беннера, O.A. Бойчука, С.А. Кривошеї та 
C.M. Чуйка.

З іншого боку, дослідження крайових задач для інтегральних рів­
нянь пов’язане з вивченням диференціально-алгебраїчних крайових задач, 
започаткованим у роботах К. Вейєрштрасса, М.М. Лузіна та Ф.Р. Ган- 
тмахера. Систематичному вивченню диференціально-алгебраїчних крайо­
вих задач присвячені роботи С. Кемпбелла, П. Беннера, Ю.С. Бояринцева,
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В.Ф. Чистякова, A.M. Самойленка, М.О. Перестюка, В.П. Яковця, O.A. Бой­
чука, А. Ілчманна та Т. Рейса.

Дисертаційна робота має теоретичний характер. Отримані результати 
можуть бути використані в подальших дослідженнях у якісній теорії дифе­
ренціальних рівнянь, електроніці, механіці та теорії стійкості руху. Крім то­
го, отримані результати успішно використовуються в навчальному процесі в 
Київському національному університеті імені Тараса Шевченка, Донбасько­
му державному педагогічному університеті, Донбаській державній машино­
будівній академії та в аспірантурах Інституту математики НАН України та 
Інституту прикладної математики і механіки НАН України.

У вступі обґрунтовано актуальність теми, сформульовано мету дослі­
дження, подано короткий аналіз сучасного стану проблем, які досліджую­
ться в дисертації, а також наведено загальний опис отриманих результатів.

Перший розділ присвячено огляду наукових праць із теорії лінійних 
та нелінійних крайових задач для системи інтегро-диференціальних рівнянь 
типу Фредгольма з виродженим ядром, в тому числі, для матричних кра­
йових задач. Продемонстровано доцільність дослідження нелінійних крайо­
вих задач для системи інтегро-диференціальних рівнянь типу Фредгольма з 
виродженим ядром за допомогою модифікованого методу Ньютона. Проде­
монстровано актуальність дослідження та вдосконалення класифікації лі­
нійних та нелінійних крайових задач для системи інтегро-диференціальних 
рівнянь типу Фредгольма з виродженим ядром, які містять диференціально- 
алгебраїчний оператор.

У другому розділі досліджено задачу про побудову розв’язків нелі­
нійної матричної крайової задачі для інтегро-диференціальної системи ти­
пу Фредгольма з вирожденим ядром, взагалі кажучі, не розв’язаної від­
носно похідної, яка узагальнює традиційні постановки задач для інтегро- 
диференціальної системи типу Фредгольма з вирожденим ядром.

Знайдені необхідні і достатні умови розв’язності, а також ітерацій- 
на схема для побудови розв’язків нелінійних інтегро-диференціальних кра­
йових задач, які узагальнюють результати, отримані для лінійної інтегро-
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диференціальної крайової задачі на випадок нелінійної підінтегральної век­
тор-функції. Продемонстровано ефективність дослідження нелінійних не­
критичних недовизначених інтегрально-диференціальних крайових задач за 
допомогою модифікованого методу Ньютона.

Знайдені необхідні і достатні умови розв’язності, а також конструк­
ція узагальненого оператора Гріна лінійної крайової задачі для матричної 
інтегро-диференціальної системи типу Фредгольма з виродженим ядром 
у критичному випадку. Знайдено умови розв’язності, а також конструк­
цію узагальненого оператора Гріна лінійної нетерової крайової задачі для 
матричної інтегро-диференціальної системи, яка узагальнює інтегрально- 
диференціальні системи типу Фредгольма з виродженим ядром. Знайде­
ні умови розв’язності, а також конструкція узагальненого оператора Гріна 
крайової задачі для матричної інтегро-диференціальної системи типу Фре­
дгольма з виродженим ядром узагальнюють традиційні результати для не- 
терових крайових задач для звичайних диференціальних рівнянь.

Запропоновані необхідні і достатні умови існування, а також констру­
кція розв’язку задачі, оберненої до задачі про знаходження розв’язку авто­
номного інтегро-диференціального рівняння типу Фредгольма з виродже­
ним ядром. Отримані необхідні і достатні умови існування, а також кон­
струкція розв’язку задачі про відновлення двоточкової крайової умови. За­
пропонована схема дослідження задачі, оберненої до задачі про знаходже­
ння розв’язку автономного інтегро-диференціального рівняння типу Фре­
дгольма з виродженим ядром може бути перенесена на задачі, обернені до 
задачі про знаходження розв’язку інтегро-диференціального рівняння типу 
Фредгольма з виродженим ядром, які містять диференціально-алгебраїчний 
оператор.

Запропонована схема дослідження матричної інтегрально-диферен­
ціальної крайової задачі, не розв’язаної відносно похідної, суттєво відрізняє­
ться від техніки, основаної на використанні центральної канонічної форми і 
продовжує дослідження матричних диференціально-алгебраїчних крайових 
задач без використання центральної канонічної форми.
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У третьому розділі досліджено задачу про побудову розв’язків нелі­
нійної крайової задачі для інтегро-диференціальної системи, не розв’язаної 
відносно похідної. Лінійна частина цієї інтегро-диференціальної крайової 
задачі для являє собою диференціально-алгебраїчну крайову задачі з ма­
трицею при похідній, яку припускаємо прямокутною, або ж квадратною, 
але виродженою. Поставлена задача продовжує дослідження традиційної 
лінійної інтегро-диференціальної крайової задачі на випадок лінійної кра­
йової задачі з прямокутною матрицею при похідній. Знайдені необхідні і 
достатні умови розв’язності, а також конструкція розв’язків лінійної нете- 
рової крайової задачі для інтегро-диференціальної системи, не розв’язаної 
відносно похідної, як у критичному, так і у некритичному випадку.

Досліджено також задачу про побудову розв’язків нелінійної інтегро- 
диференціальної системи, не розв’язаної відносно похідної. Знайдені необхі­
дні і достатні умови розв’язності, а також конструкція розв’язків нелінійної 
крайової задачі для інтегро-диференціальної системи, не розв’язаної відно­
сно похідної у критичному та некритичному випадку.

У третьому розділі досліджено також задачу про побудову розв’язків 
нелінійної крайової задачі для інтегро-диференціальної системи з відхилен­
ням аргументу, не розв’язаної відносно похідної. Актуальність дослідження 
нелінійних крайових задач з запізненням, пов’язана з широким застосува­
нням подібних задач в електроніці, теорії стійкості руху, біології та радіо­
техніці, теорії нелінійних коливань, фізиці, хімії. Крім того, дослідження 
нелінійних крайових задач з запізненням пов’язані з широким застосуван­
ням подібних задач для моделювання впливу лікарських засобів на організм 
людини, а також моделюванням розвитку епідемії.

Знайдені умови розв’язності, а також конструкція розв’язків неліній­
ної інтегро-диференціальної крайової задачі з відхиленням аргументу, не 
розв’язаної відносно похідної.

Робота здійснювалась згідно з планами наукової роботи Інституту 
прикладної математики і механіки НАН України, Донбаського держав­
ного педагогічного університету та планом досліджень спільної із Дон­
баським державним педагогічним університетом міжвідомчої лабораторії
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"Крайові задачі теорії диференціальних рівнянь" Інституту математики 
НАН України та пов’язана з тематичним планом фундаментальної науково- 
дослідної роботи "Конструктивні методи аналізу матричних крайових за­
дач для систем диференціальних, диференціально-алгебраїчних та функ­
ціонально-диференціальних рівнянь і теорії наближень"(р/н 0118U003390), 
яка фінансувалась у 2018 -  2020 pp. із коштів державного бюджету України
і виконувалась в Донбаському державному педагогічному університеті.

Робота здійснювалась також за підтримки міжнародних грантів. 
Зокрема, робота була підтримана Грантом від Європейської федерації ака­
демій наук та гуманітарних наук (ALLEA) EFDS-FL2-08, який виконувався 
протягом липня -  грудня 2023 року. Крім того, отримані в дисертації ре­
зультати були підтримані грантом ’’Constructive methods for reconstruction 
of nonlinear boundary-value problems with application in medical research and 
image reconstruction”, який виконувався в рамках двосторонньої Угоди між 
Австрійською академією наук та Національною академією наук України у 
2023 році.

Ключові слова: нелінійні крайові задачі; інтегро-диференціальні 
крайові задачі; матричні крайові задачі; задача Діріхле; системи диференці­
альних рівнянь; псевдообернені матриці; оператор Гріна; лінеаризовані кра­
йові умови; запізнення; коливання; обмежені збурення; оцінки помилок; си­
стеми керування; стійкість; резонанс.
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ABSTRACT

Kuzmina V.O. Nonlinear integrodifferential boundary value problems 
unsolved with respect to the derivative. — Qualification scientific work as a 
manuscript.

Thesis for the degree of Doctor of Philosophy in the specialty 111 Mathe­
matics (Field of knowledge 11 Mathematics and Statistics). Institute of Applied 
Mathematics and Mechanics of the National Academy of Sciences of Ukraine, 
Cherkasy, 2024.

The thesis is devoted to the study of problems related to finding constructi­
ve conditions for existence and constructing solutions of a nonlinear boundary 
value problem for integrodifferential equations of Fredholm type with degenerate 
kernel. For finding the solution of the nonlinear integrodifferential boundary 
value problem, we construct an iterative scheme with quadratic convergence 
based on the modification of the Newton-Kantorovich method. To justify the 
quadratic convergence of the Newton-Kantorovich method, we propose origi­
nal convergence conditions. The obtained results are transferred to nonlinear 
boundary value problems for integrodifferential equations of Fredholm type wi­
th degenerate kernel. As examples of the application of the proposed iterative 
schemes, we find approximations to the solutions of nonlinear boundary value 
problems for integrodifferential equations of Fredholm type with degenerate 
kernel. The main distinction of this thesis lies in finding constructive conditions 
for existence and constructing solutions of a nonlinear boundary value problem 
for integrodifferential equations of Fredholm type with degenerate kernel, which, 
generally speaking, is unsolved with respect to the derivative.

The interest in studying integrodifferential systems is associated with the 
numerous applications of such systems in economics, mechanics, control theory, 
population dynamics, as well as in computational neurobiology (e.g., the Wilson- 
Cowan model). The study of integrodifferential boundary value problems is also 
related to various applications in the theory of nonlinear oscillations, mechanics, 
biology, radio engineering, control theory, and the stability theory of motion.



9

A characteristic feature of boundary value problems for integrodifferential sys­
tems is that their linear part is an operator that, generally speaking, is not 
invertible. This significantly complicates the investigation of solvability condi­
tions and the construction of solutions for boundary value problems for integrodi­
fferential systems, including integrodifferential boundary value problems unsolved 
with respect to the derivative.

The aim of the thesis is to determine constructive conditions for the 
existence and construct algorithms for finding solutions to integrodifferential 
boundary value problems for integrodifferential systems, including integrodi­
fferential boundary value problems unsolved with respect to the derivative.

The object of the research is integrodifferential boundary value problems 
unsolved with respect to the derivative, as well as iterative schemes for obtaining 
approximations to the solutions of integrodifferential boundary value problems 
unsolved with respect to the derivative.

To solve the problems addressed in the thesis, we employ the techniques 
of matrix pseudoinversion (as per Moore-Penrose) and projectors, developed by 
R. Moore and R. Penrose and further advanced in the works of A.M. Samoi- 
lenko and O.A. Boichuk. Additionally, we utilise the constructions of the Green’s 
operator for the Cauchy problem and the generalized Green’s operator for the 
linear boundary value problem for integrodifferential equations of Fredholm 
type with degenerate kernel, as presented in the articles by A.M. Samoilenko,
O.A. Boichuk, and S.A. Kryvoshieia. The problem addressed in the thesis conti­
nues the study of solvability conditions for linear Noetherian boundary value 
problems outlined in the monographs by A.M. Samoilenko, M.V. Azbelev, 
V.P. Maksimov, L.F. Rakhmatullina, and O.A. Boichuk. The investigation of 
differential-algebraic boundary value problems is closely related to the study of 
Lyapunov and Sylvester matrix equations, which were explored in the works of 
P. Lancaster, P. Benner, O.A. Boichuk, S.A. Kryvoshieia, and S.M. Chuiko.

On the other hand, the study of boundary value problems for integral 
equations is closely related to the investigation of differential-algebraic boundary 
value problems, which originated in the works of K. Weierstrass, M.M. Luzin, 
and F.R. Gantmacher. Systematic research on differential-algebraic boundary
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value problems has been conducted in the works of S. Campbell, P. Benner, 
Y.E. Boyaryntsev, V.F. Chistyakov, A.M. Samoilenko, M.O. Perestyuk, 
V.P. Yakovets, O.A. Boichuk, A. Ilchmann, and T. Reis.

The thesis is theoretical in nature. The results obtained can be applied 
in further studies in the qualitative theory of differential equations, electroni­
cs, mechanics, and motion stability theory. Moreover, the results have been 
successfully utilized in the educational process at Taras Shevchenko National 
University of Kyiv, Donbas State Pedagogical University, Donbas State Academy 
of Engineering, and in postgraduate programs at the Institute of Mathematics 
of the National Academy of Sciences of Ukraine and the Institute of Applied 
Mathematics and Mechanics of the National Academy of Sciences of Ukraine.

The introduction substantiates the relevance of the topic, formulates the 
research objective, provides a brief analysis of the current state of the problems 
studied in the thesis, and presents a general overview of the obtained results.

The first chapter is devoted to a review of scientific works on the theory of 
linear and nonlinear boundary value problems for systems of integrodifferential 
equations of Fredholm type with degenerate kernel, including matrix boundary 
value problems. We demonstrate the expediency of studying nonlinear boundary 
value problems for systems of integrodifferential equations of Fredholm type with 
degenerate kernel using a modified Newton’s method. We highlight the relevance 
of investigating and refining the classification of linear and nonlinear boundary 
value problems for systems of integrodifferential equations of Fredholm type with 
degenerate kernel, which involve a differential-algebraic operator.

The second chapter investigates the problem of constructing solutions for 
a nonlinear matrix boundary value problem for an integrodifferential system of 
Fredholm type with degenerate kernel, which, in general, is unsolved with respect 
to the derivative and generalizes the traditional formulations of problems for 
such systems. Necessary and sufficient conditions for solvability are established, 
along with an iterative scheme for constructing solutions to nonlinear integrodi­
fferential boundary value problems. These results generalize those obtained for 
linear integrodifferential boundary value problems to the case of a nonlinear
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integrand vector function.We demonstrate the effectiveness of studying nonli­
near non-critical underdetermined integrodifferential boundary value problems 
using a modified Newton’s method. We find the necessary and sufficient solvabi­
lity conditions, as well as the construction of a generalized Green’s operator 
for a linear boundary value problem of a matrix integrodifferential system of 
Fredholm type with degenerate kernel in the critical case. We establish the 
solvability conditions and the construction of a generalized Green’s operator for a 
linear Noetherian boundary value problem of a matrix integrodifferential system 
that generalizes integrodifferential systems of Fredholm type with degenerate 
kernel. The found solvability conditions and the construction of the generalized 
Green’s operator for the boundary value problem of a matrix integrodifferential 
system of Fredholm type with degenerate kernel generalize the traditional results 
for Noetherian boundary value problems of ordinary differential equations. We 
propose the necessary and sufficient conditions for the existence of a solution, 
as well as the construction of a solution for the problem inverse to the problem 
of finding a solution to an autonomous integrodifferential equation of Fredholm 
type with degenerate kernel. We obtain the necessary and sufficient conditions 
for the existence of a solution, along with the construction of a solution for 
the problem of reconstructing a two-point boundary condition. The proposed 
investigation scheme for the problem inverse to the problem of finding a solution 
to an autonomous integrodifferential equation of Fredholm type with degenerate 
kernel can be extended to problems inverse to a problem of finding solutions 
of integrodifferential equations of Fredholm type with degenerate kernel that 
involve a differential-algebraic operator. The proposed investigation scheme for 
matrix integrodifferential boundary value problems unsolved with respect to the 
derivative significantly differs from the technique based on the use of the central 
canonical form. It extends the study of matrix differential-algebraic boundary 
value problems without relying on the central canonical form.

The third chapter examines the problem of constructing solutions for 
a nonlinear boundary value problem for an integrodifferential system that is 
unsolved with respect to the derivative. The linear part of this integrodi-
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fferential boundary value problem represents a differential-algebraic boundary 
value problem with a matrix at the derivative, which is assumed to be either 
rectangular or square but degenerate. This problem extends the study of the 
traditional linear integrodifferential boundary value problem to the case of a 
boundary value problem with a rectangular matrix at the derivative. Necessary 
and sufficient solvability conditions, as well as the construction of solutions for 
the linear Noetherian boundary value problem for an integrodifferential system 
unsolved with respect to the derivative, are obtained for both the critical and 
non-critical cases. We also study the problem of constructing solutions for a 
nonlinear integrodifferential system unsolved with respect to the derivative. 
Necessary and sufficient solvability conditions, along with the construction of 
solutions for the nonlinear boundary value problem for an integrodifferential 
system unsolved with respect to the derivative, are established for both criti­
cal and non-critical cases. The third chapter also investigates the problem of 
constructing solutions for a nonlinear boundary value problem for an integrodi­
fferential system with a deviated argument that is unsolved with respect to the 
derivative. The relevance of studying nonlinear boundary value problems with 
delay is associated with their wide application in electronics, motion stability 
theory, biology, radio engineering, the theory of nonlinear oscillations, physics, 
and chemistry. Moreover, the study of nonlinear boundary value problems wi­
th delay is closely related to their extensive application in modeling the effects 
of medications on the human body, as well as in modeling the spread of epi­
demics. We determine the solvability conditions and the construction of soluti­
ons for a nonlinear integrodifferential boundary value problem with a deviated 
argument, which is unsolved with respect to the derivative. The research was 
conducted in accordance with the scientific work plans of the Institute of Appli­
ed Mathematics and Mechanics of the NAS of Ukraine, Donbas State Pedagogi­
cal University, and the joint research plan of the interdepartmental laboratory 
"Boundary Value Problems in the Theory of Differential Equations "of the Insti­
tute of Mathematics of the NAS of Ukraine and Donbas State Pedagogical Uni­
versity. It was also aligned with the thematic plan of the fundamental research 
project "Constructive Methods of Analyzing Matrix Boundary Value Problems
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for Systems of Differential, Differential-Algebraic, and Functional-Differential 
Equations and Approximation Theory" (State Registration No. 0118U003390), 
funded by the state budget of Ukraine and carried out at Donbas State Pedagogi­
cal University during 2018 -  2020. The work was also supported by international 
grants. In particular, it was funded by a grant from the European Federation 
of Academies of Sciences and Humanities (ALLEA) EFDS-FL2-08, which was 
implemented from July to December 2023. Additionally, the results obtained in 
the thesis were supported by the grant "Constructive methods for reconstruction 
of nonlinear boundary-value problems with application in medical research and 
image reconstruction,"carried out in 2023 under a bilateral agreement between 
the Austrian Academy of Sciences and the National Academy of Sciences of 
Ukraine.

Keywords: nonlinear boundary value problems; integrodifferential boun­
dary value problems; matrix boundary value problems; Dirichlet problem; systems 
of differential equations; pseudo-inverse matrices; Green’s operator; linearised 
boundary conditions; delay; oscillations; bounded perturbations; estimation of 
errors; control systems; stability; resonance.
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ВСТУП

Інтерес до вивчення інтегро-диференціальних систем пов’язаний з чи­
сленними застосуваннями подібних систем в економіці, механіці, теорії ке­
рування, а також, при вивченні динаміки популяцій. Характерною особли­
вістю задачі Коші для лінійної інтегро-диференціальної системи, а також 
суттєвою відмінністю її від традиційної задачі Коші для лінійної інтегро- 
диференціальної системи, є, взагалі кажучи, її нерозв’язність для довільної 
неоднорідності і довільного початкового значення; у випадку розв’язності 
задачі Коші для лінійної інтегро-диференціальної системи, не розв’язаної 
відносно похідної, її розв’язок, у загальному випадку залежить від довіль­
ної неперервної вектор-функції.

У роботі запропоновано оригінальні умови розв’язності, а також схему 
знаходження розв’язків лінійної нетерової інтегро-диференціальної крайо­
вої задачі, не розв’язаної відносно похідної, при цьому істотно використо­
вується техніка псевдообернення матриць за Муром-Пенроузом [2, 35, 36, 
61, 78, 80, 89, 103, 107, 108, 110, 128]. Поставлена в роботі задача продовжує 
дослідження умов розв’язності лінійних нетерових крайових задач, наве­
дених у монографіях А.М. Самойленка, М.В. Азбелева, В.П. Максимова, 
Л.Ф. Рахматулліної і O.A. Бойчука [2, 6, 24]. Дослідження диференціально- 
алгебраїчних крайових задач тісно пов’язане з дослідженням матричних 
рівнянь Ляпунова та Сильвестра [З, 13], розвинених у роботах O.A. Бой­
чука, С.А. Кривошеї та С.М. Чуйка [32, 138, 139].

З іншого боку, дослідження крайових задач для інтегральних рівнянь 
пов’язане з вивченням диференціально-алгебраїчних крайових задач, запо­
чаткованим у роботах К. Вейєрштрасса, М.М. Лузіна та Ф.Р. Гантмахера 
[78, 124]. Систематичному вивченню диференціально-алгебраїчних крайо-
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вих задач присвячені роботи С. Кемпбелла, Ю.Є. Бояринцева, В.Ф. Чи­
стякова, A.M. Самойленка, М.О. Перестюка, В.П. Яковця, O.A. Бойчука, 
А. Ілчманна та Т. Рейса [40, 45, 136]. У роботі досліджено загальний ви­
падок, коли лінійний обмежений оператор, відповідний до однорідної ча­
стини лінійної нетерової диференціально-алгебраїчної крайової задачі, не 
має оберненого. У роботі побудовано узагальнений оператор Гріна лінійної 
інтегро-диференціальної крайової задачі, не розв’язаної відносно похідної.

Обгрунтування теми дослідження. Інтерес до вивчення інтегро- 
диференціальних систем пов’язаний з численними застосуваннями подібних 
систем в економіці, механіці, теорії керування, при вивченні динаміки попу­
ляцій, а також, в обчислювальній нейробіології (модель Вільсона-Кована) 
[125, 127]. Вивчення інтегро-диференціальних крайових задач пов’язане та­
кож із численними застосуваннями таких задач у теорії нелінійних коли­
вань, механіці, біології, радіотехніці, теорії керування, теорії стійкості руху 
[ЗО, 39, 40, 41, 42, 43, 45, 85, 99, 100, 101, 132, 133, 134]. Характерна особли­
вість крайових задач для інтегро-диференціальних систем полягає у тому, 
що їх лінійна частина є оператором, який, взагалі кажучи, не має обернено­
го. Наслідком цього є суттєве ускладнення дослідження умов розв’язності 
та побудови розв’язків крайових задач для інтегро-диференціальних систем, 
в тому числі, інтегро-диференціальних крайових задач, не розв’язаних від­
носно похідної.

Мета і завдання дослідження. Метою дисертаційної роботи є ви­
значення конструктивних умов існування та побудова алгоритмів знаходже­
ння розв’язків інтегро-диференціальної крайової задачі, не розв’язаної від­
носно похідної.

Об’ єктом дослідження дисертаційної роботи є інтегро-диферен- 
ціальні крайові задачі, не розв’язані відносно похідної, а також ітераційні 
схеми для знаходження наближень до розв’язків інтегро-диференціальної 
крайової задачі, не розв’язаної відносно похідної.

Предметом дослідження дисертаційної роботи є конструктивні умо-
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ви існування та алгоритми знаходження розв’язків інтегро-диференціальної 
крайової задачі, не розв’язаної відносно похідної.

Методи дослідження. У роботі суттєво використовується апарат 
псевдообернення (за Муром-Пенроузом) матриць [2, 36, 78, 118, 120], кон­
струкції узагальнених операторів Гріна, побудовані в роботах А.М. Самой- 
ленка та O.A. Бойчука [24] та методи розв’язання матричних рівнянь Ляпу­
нова та Сильвестра [З, 13], побудовані в роботах O.A. Бойчука, С.А. Кривошеї 
та С.М. Чуйка [32, 138, 139, 140], метод найменших квадратів, розвинений 
для лінійних крайових задач у роботах М.П. Кравчука та Н.І. Ахієзера 
[5, 135]. Використовується також метод Ньютона та його узагальнення — 
метод Ньютони Канторовичи [14, 55, 88, 104]. При розв’язанні проблем ре- 
гуляризації некоректно поставлених лінійних матричних диференціально- 
алгебраїчних крайових задач суттєво використовується метод регуляризації 
некоректно поставлених крайових задач, розвинутий у роботах С.Г. Крей­
на, А.М. Тихонова, В.Я. Арсеніна та школою професора М.В. Азбеле- 
ва. Різним аспектам теорії крайових задач присвячені роботи А.М. Са- 
мойленка, М.О. Перестюка, І.Т. Кігурадзе, Є.О. Гребенікова, Ю.О. Ря­
бова, O.A. Бойчука, М.Й. Ронто, В.П. Яковця та багатьох інших вчених 
[1, 11, 36, 37, 94, 102, 109, 111, 153, 154, 155].

Серед іноземних вчених теорії крайових задач присвячені роботи та­
ких науковців як P. Benner, G.D. Birkhoff, G.A. Bliss, D. Bainov, R. Conti, 
J. Hale, W.T. Reid, O. Veivoda, S. Schwabik, T. Vogel, D. Wexler [15, 16, 17, 
18, 75, 93, 115, 117, 122, 123, 126, 129], зокрема, теорії крайових задач для 
диференціально-алгебраїчних рівнянь: S.L.Campbell, P. Benner [17, 39, 40, 
41, 42, 43, 44, 45, 85, 95]. Ці методи застосовуються при аналізі інтегро- 
диференціальної крайової задачі, не розв’язаної відносно похідної.

Наукова новизна отриманих результатів. Основні результати, які 
визначають наукову новизну та виносяться на захист, наступні:

1. У роботі знайдено конструктивні умови існування розв’язку нелінійної 
інтегро-диференціальної крайової задачі, не розв’язаної відносно похі­
дної. Для знаходження розв’язку нелінійної інтегро-диференціальної
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крайової задачі, не розв’язаної відносно похідної, на основі модифікації 
метода Ньютони Кинторошічи побудовано ітераційну схему із квадра­
тичною збіжністю.

2. Задля обгрунтування квадратичної збіжності модифікованого методу 
Ньютони Кинторошічи у випадку недовизначеної системи запропоно­
вано оригінальні умови збіжності. Отримані результати перенесено на 
нелінійні інтегро-диференціальні крайові задачі, не розв’язані відносно 
похідної, в тому числі, на інтегро-диференціальні крайові задачі з від- 
хиленнням аргументу.

3. Як приклади застосування запропонованих ітерицінних схем, зна­
йдені наближення до розв’язків нелінійних інтегро-диференціальних 
крайових задач, не розв’язаних відносно похідної. Продемонстрова­
но, що точність знайдених за методом простих ітерацій наближень до 
розв’язку задачі Коші для нелінійного інтегро-диференціального рів­
няння, не розв’язаного відносно похідної, значно менша, ніж точність 
наближень до розв’язку задачі Коші для нелінійного диференціально- 
алгебраїчного рівняння, знайдених за допомогою методу Ньютона.

Особистий внесок здобувана. Результати, які увійшли до дисерта­
ції отримані автором самостійно. Постановка задач у різних розділах прово­
дилась спільно з O.A. Бойчуком, С.М. Чуйком, О.С. Чуйком, О.В. Чуйко та
О.В. Нєсмєловою. Із результатів, надрукованих у сумісних статтях, у дисер­
тацію ввійшли тільки такі, що отримані здобувачем самостійно. Співавто­
рам належить участь у постановці задач, консультації з вибору методології 
дослідження, обговорення отриманих результатів та висновків.

Публікації. Основні результати дисертації опубліковано у 9 наукових 
статтях, з них, 4 статті у наукових виданнях, що індексуються в міжнаро­
дних наукометричних базах Scopus та/або Web of Science, 3 статті у фахових 
виданнях України та 2 статті у нефахових виданнях України. Крім того, 
результати дисертації оприлюднено у 14 тезах доповідей на наукових кон-
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ференціях й семінарах в Україні та за кордоном, які засвідчують апробацію 
матеріалів дисертації.

Апробація результатів дисертації. Основні результати дисертації 
доповідались та обговорювались на:

1. Спільному засіданні семінару Інституту прикладної математики і 
механіки НАН України та кафедри математики та інформатики Донба­
ського державного педагогічного університету присвяченому 80-річчю 
академіка НАН України А.М. Самойленка, Слов’янськ, 5 березня 2018 p.;

2. Міжнародній науковій конференції «Сучасні проблеми математики та 
її застосування в природничих науках й інформаційних технологіях», 
Чернівці, 17-19 вересня 2018 р.;

3. International Workshop on the Qualitative Theory of Differential Equati­
ons «QUALITDE -  2020», Tbilisi, Georgia, December 19-21, 2020;

4. International conference International Conference of Young Mathemati­
cians, 2021, Kyiv, Ukraine, June 3-5;

5. International conference «Mathematical Analysis, Differential Equations & 
Applications», Bishkek, Kyrgyz Republic, June 21-25, 2021;

6. Спільному засіданні семінару Інституту прикладної математики і ме­
ханіки НАН України та кафедри математики та інформатики Донба­
ського державного педагогічного університету, пам’яті академіка НАН 
України А.М. Самойленка, Слов’янськ, 16 квітня 2021 p.;

7. International Workshop on the Qualitative Theory of Differential Equations 
«QUALITDE -  2021», Tbilisi, Georgia, December 18-20, 2021;

8. International Workshop on functional differential equations -  2022, Ariel, 
Israel, September 18-24, 2022;
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9. Міжнародній науковій конференції «Прикладна математика та інфор­
маційні технології», присвячена 60-річчю кафедри прикладної матема­
тики та інформаційних технологій Чернівецького національного уні­
верситету імені Юрія Федьковича, Чернівці, 22-24 вересня 2022 р.;

10. International Workshop on the Qualitative Theory of Differential Equations 
«QUALITDE -  2022», Tbilisi, Georgia, December 17-19, 2022;

11. Математичному семінарі до 85-річного ювілею академіка НАН Украї­
ни А.М. Самойленка (02.01.1938 — 04.12.2020), Магдебург, Німеччина, 
2 січня 2023 p.;

12. Міжнародній конференції молодих математиків, Київ, 1-3 червня 
2023 p.;

13. Міжнародній науковій конференції «Математика та інформаційні те­
хнології», присвяченій 55-річчю факультету математики та інформа­
тики, Чернівці, 28 — ЗО вересня 2023 р.;

14. XXI International scientific-practical conference «Shevchenkivska vesna -  
2024», Kyiv, April 11, 2024.

Структура та обсяг дисертації. Дисертація складається з анота­
ції, вступу, трьох розділів, висновків, списку використаних джерел, який мі­
стить 155 найменування та додатку. Повний обсяг роботи становить 
142 сторінки.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами, 
грантами. Робота здійснювалась згідно з планами наукової роботи Інсти­
туту прикладної математики і механіки НАН України, Донбаського дер­
жавного педагогічного університету та планом досліджень спільної із Дон­
баським державним педагогічним університетом міжвідомчої лабораторії 
"Крайові задачі теорії диференціальних рівнянь" Інституту математики 
НАН України та пов’язана з тематичним планом фундаментальної науково- 
дослідної роботи "Конструктивні методи аналізу матричних крайових за­
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дач для систем диференціальних, диференціально-алгебраїчних та функ­
ціонально-диференціальних рівнянь і теорії наближень"(р/н 0118U003390), 
яка фінансувалась у 2018 -  2020 pp. із коштів державного бюджету України
і виконувалась в Донбаському державному педагогічному університеті.

Робота здійснювалась також за підтримки міжнародних грантів. 
Зокрема, робота була підтримана Грантом від Європейської федерації ака­
демій наук та гуманітарних наук (ALLEA) EFDS-FL2-08, який виконувався 
протягом липня -  грудня 2023 року. Крім того, отримані в дисертації ре­
зультати були підтримані грантом ’’Constructive methods for reconstruction 
of nonlinear boundary-value problems with application in medical research and 
image reconstruction”, який виконувався в рамках двосторонньої Угоди між 
Австрійською академією наук та Національною академією наук України у 
2023 році.

Практичне та теоретичне значення одержаних результатів, 
пропозиції щодо використання наукових результатів. Дисертаційна 
робота має теоретичний характер. Отримані результати можуть бути ви­
користані в подальших дослідженнях у якісній теорії диференціальних рів­
нянь, електроніці, механіці та теорії стійкості руху. Крім того, отримані ре­
зультати успішно використовуються в навчальному процесі в Донбаському 
державному педагогічному університеті. Отримані результати можуть бути 
використані в навчальних курсах з теорії диференціально-алгебраїчних та 
інтегро-диференціальних крайових задач для студентів класичних, педаго­
гічних і технічних університетів.

Автор висловлює щиру подяку науковому керівнику — доктору фізико- 
математичних наук, професору Сергію Михайловичу Чуйку за постійну ува­
гу до роботи та обговорення одержаних результатів.



27

Розділ 1 

Необхідні відомості з теорії 
інтегро-диференціальних рівнянь 

типу Фредгольма з виродженим ядром

1.1. Крайові задачі для систем лінійних інтегро-дифе­
ренціальних рівнянь типу Фредгольма з виродже­
ним ядром

Розглянемо задачу про побудову розв’язку [36, 113

у(£) Є Ю2[а; Ь], у '(£) Є Ь2[а; Ь]

лінійної інтегро-диференціальної системи

У' (*) =  Ф(*) Л(5)у (5) +  В (5)у  (5)

підпорядкованого крановій умові

Іу(-) =  а, а Є Кр, п =  р.

Тут
:>тхп

ал)

(1.2)

А(£), В (£) Є Ц тхп[а; Ь] := Ь2[а; Ь] ®

ф(0 Є Ц ї х т к ^  / й  Є ^ [а; Ь];

%(•) : Р 2[а; Ь] ^  — лінійний обмежений векторний функціонал, визначе­
ний на просторі Ю2[а; Ь] п-вимірних абсолютно неперервних па відрізку [а, Ь]

ь
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функцій. Поставлена задача була розв’язана у статті [113], як продовження 
дослідження лінійних інтегро-диференціальних рівнянь типу Фредгольма з 
виродженим ядром.

Розв’язок системи лінійних інтегро-диференціальних рівнянь типу Фре­
дгольма (1.1) шукаємо у вигляді

у(£,с) =  Фо(£) с +  ф(£), ф(£) :=  [  / ( 5) ^5;

крім того

Ф(£) :=  /  Ф(й) ^й, с := сої (с0,сі), с0 Є Кт , сі Є Кп,

Ф (*); і«ФоСО :=

с

Р с  =  Ь; (1.3)

В  := іт  — [А(й)Ф(й) +  В (й)Ф(й)] ^  ; — /  А(й) ^ Є ^тх(т+п)

к р ім  ТОГО

Ь := Л(5)ф(5) +  В (5)/(5)

Рівняння (1.3) розв’язне тоді й тільки тоді, коли виконується умова

Рд* Ь =  0; (1-4)

при цьому р-параметричпа сім’я розв’язків рівняння (1.3) має вигляд

с =  Р+Ь +  РДрср, ср Є Кр.

Тут
Ро* : Кт  ^  М(Р*)

— ортопроектор матриці Р* Є ^ (т+п)хт, р +  — псевдообернена (за Муром
-  Пенроузом) матриця [36]; матриця Рдр Є М(т+п)хр утворена з р лінійно- 
незалежних стовпців матриці-ортопроектора Рд : Кт+П ^  М(Р). Таким

і

ь ь

ь
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чином, за умови (1.4) розв’язок системи лінійних інтегро-диференціальних 
рівнянь типу Фредгольма (1.1) має вигляд

Таким чином, доведено наступне твердження [113].

Лема 1.1.1. За умови (1-4) розв’язок системи лінійних інтегро-дифе- 
ренціальних рівнянь типу Фредгольма (1.1) мас вигляд

Тут X (£) — матриця, яка визначає загальний розв’язок однорідної части­
ни системи лінійних інтегро-диференціальних рівнянь типу Фредгольма

— оператор Гріна задачі Коші для системи лінійних інтегро-диференціаль- 
них рівнянь типу Фредгольма (1.1).

Аналогічне твердження було доведено у статті [113] з використан­
ням задачі, спряженої до задачі Коші для системи лінійних інтегро-дифе­
ренціальних рівнянь типу Фредгольма (1.1).

Позначимо матрицю

Припустимо, що для крайової задачі для системи лінійних інтегро-дифе­
ренціальних рівнянь типу Фредгольма (1.1), (1-2) має місце критичний ви­
падок (Рд* =  0) і викопується умова

у(£,Ср) =  Фо(£)Ро„Ср +  Фо(£)Л+Ь, Ср Є Кр.

у(^Ср)= х ВД Ср +  К [ / X (£) := Ф о(*)р о„, Ср Є ^ р.

(1.1) та
К [ / (5)](і) :=  Фо(і)Д+£

2  := I X (■) Є Крхр

та її ортопроектори

Рд : Кр ^  N(2 ), Рд. : К!> ^  N(2 *).

(1.5)



зо

при цьому лінійна інтегро-диференціальна крайова задача (1.1), (1-2) має 
г-параметричпий розв’язок [113]

Тут Х г (і) :=  X  (і)Рдг; матриця Рдг Є Крхг, утворена з г лінійно-незалежних 
стовпців матриці-ортопроектора Рд. Матриця Рд* Є К^хр, утворена з й 
лінійно-незалежних рядків матриці-ортопроектора Рд*. Таким чином, до­
ведено наступне твердження [113].

Теорема 1.1.1. Припустимо, що для крайової задачі для системи ліній­
них інтегро-диференціальних рівнянь типу Фредгольма (1.1), (1.2) мас мі­
сце критичний випадок (Рд* =  0). За умов (1-4) то* (1-5) лінійна інтегро- 
диференціальна крайова задача (1 .1), (1 -2) масг-параметричний розв’язок

Тут Х г(і) := X (і)Р д г — матриця, яка визначає загальний розв’язок одно­
рідної частини інтегро-диференціальної крайової задачі (1 .1), (1 .2).

Доведене твердження є узагальненням отриманого у статті [113] ре­
зультата для умов розв’язності задачі Коші для системи лінійних інтегро- 
диференціальних рівнянь типу Фредгольма (1.1).

П риклад 1.1.1. Доведена теорема 1.1.1 справджується у задачі про по­
будову періодичного розв’язку лінійної інтегро-диференціальної системи

у (і , Сг) =  Х (і)РдгСг +  Х (ЭД+ | а -  І К [ / (з)}(0 1  +  К [/(s)}(t ), Сг Є Мг,

у(і,ог) =  Х г(і)сг +  О / (й); а (і), сг Є ,

який зображується за допомогою оператора Гріна

О[/(з); а}(і) :=  Х ( ( ) « + { а  -  І К [/(«)}(• )} +  К [/(«)}(()

[113]

(1.6)

Тут

Ф (і):
сов і — від і
від і сов і

0 0
сов і від і
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f  (t) :=
cos 2t +  sin 2t

— cos 2t +  sin 2t

Для лінійної інтегро-диференціальної системи (1.6) має місце рівність 
Ь =  0, отже умова (1.4) виконується, при цьому має місце критичний ви­
падок: Рд* =  0. Умова (1.5) викопується, при цьому задача про побудову 
періодичного розв’язку лінійної інтегро-диференціальної системи (1.6) має 
розв’язок

y(t, cr) =  X r (t)cr +  G f  (s);0 (t), Xr (t) =
cos t — 1 1 0  

sin t 0 1
, cr є  R 3

який зображується за допомогою оператора Гріпа

(cos t +  sin t) sin t
G [f (s);0](t) =  K  [f  (s)](t) =

(— cos t +  sin t) sin t

Н аслідок 1.1.1. Припустимо, що для крайової задачі для системи лі­
нійних інтегро-диференціальних рівнянь типу Фредгольма (1.1), (1.2) мас 
місце некритичний випадок (Рд* = 0 ) . За умови (1-5) лінійна інтегро-ди- 
ференціальна крайова задача (1 .1), (1 -2) мас г -параметричний розв’язок

y(t, cr) =  X r (t)cr +  G (t), cr є  Rr,

який зображується за допомогою оператора Гріна

С [ /(8) ;« ](() :=  X ( і )£ + | а  -  І К [/(*)]( )| +  К [/(*)](*).

Тут Х г(£) := X(^)Рдг — матриця, яка визначає загальний розв’язок одно­
рідної частини інтегро-диференціальної крайової задачі (1 .1), (1 .2).

П риклад 1.1.2 . Наслідок 1.1.1 справджується у задачі про побудову ан- 
типеріодичного розв’язку лінійної інтегро-диференціальної системи

y'(t) =  Ф(()
-2п

A (s)y (s) +  В (s)y ' (s) +  f  (t). (1.7)
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Тут

Ф(£) :=
сов £ — від £ 
від £ сов £ , А « : = 2Л

В (£ ):=  І 8ІП £ 0 . |, / ( £ ) :=
сов £ від £

0 0
сов £ від £

сов 2£ 
від 2£

Для лінійної інтегро-диференціальної системи (1.7) має місце рівність 
Ь =  0, отже умова (1.4) виконується, при цьому має місце некритичний 
випадок: Рд* =  0. Задача про побудову періодичного розв’язку лінійної 
інтегро-диференціальної системи (1.7) має єдиний розв’язок

У(£) =  G /  (в); 0 (£Х

який зображується за допомогою оператора Гріпа

С [/(в ); 0](£) =  К  [/(«)](£) =
сов £ від £ 

від2 £

Доведене твердження навідміну від результата, отриманого у статті 
113] для умов розв’язності задачі Коші для системи лінійних інтегро-дифе­

ренціальних рівнянь типу Фредгольма (1.1) не містить параметра, який ви­
значає розв’язність задачі Коші. Тому постає задача про знаходження умов 
розв’язності задачі Коші для системи лінійних інтегро-диференціальних рів­
нянь типу Фредгольма (1.1), залежних від деякого власного вектора, який 
визначає розв’язність задачі Коші. Так саме постає задача про знаходже­
ння умов розв’язності крайової задачі для системи лінійних інтегро-дифе­
ренціальних рівнянь типу Фредгольма (1.1), залежних від деякого власного 
вектора, який визначає розв’язність цієї задачі.

Запропонована у статті [113] схема дослідження крайових задач інтегро- 
диференціальної системи типу Фредгольма з виродженим ядром аналогічно 
[31] може бути перенесена на нелінійні інтегро-диференціальні системи типу 
Фредгольма з виродженим ядром, а також аналогічно [34, 40] — на матри­
чні крайові задачі для інтегро-диференціальних систем типу Фредгольма з 
виродженим ядром, які містять диференціально-алгебраїчний оператор. З
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іншого боку, у разі нерозв’зності крайові задачі для інтегро-диференціаль­
них систем типу Фредгольма з виродженим ядром можуть бути регулярнзо- 
вані аналогічно [53]. Для розв’язання нелінійних інтегро-диференціальних 
системи типу Фредгольма з виродженим ядром стан у нагоді модифікація 
методу Ньютона [55].
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1.2. Модифікація методу Ньютона

Розглянемо задачу про побудову розв’язків нелінійного рівняння

ф(Х ) =  0. (1.8)

Функцію ф(х) : ^  Кт , т  =  п вважаємо двічі неперервно дпференці- 
йовною по £ в області О С Кп. Для знаходження розв’язку 5 Є нелі­
нійного рівняння (1.8) побудуємо модифікацію класичного методу Ньютона 
[23, 76, 88]. Припустимо, що знайдено наближення Хк, досить близьке до 
точного розв’язку 5 Є Кп рівняння (1.8). Розвинемо функцію ф(х) в околі 
точного розв’язку

ф(5) =  ф(гк) +  ф'(хк,є)(5  -  гк) +  Я(^к, 5 -  гк), (1.9)

де

Я(^к,5  -  Хк) := /  (1 -  5) і 2ф( 6  ; 5 -  £к) ів ;

ТУТ к̂ -  точка, розташована між точками Х та Хк. У малому околі точного 
розв’язку має місце наближена рівність ф(хк) +  ф'(хк)(5 -  Хк) ~  0, тому для 
знаходження наступного наближення Хк+і до точного розв’язку природно 
покласти

ф(хк) +  ф(хк)(хк+1 -  Хк) =  0, (1.10)

звідки, за умови
Ргк =  0, 3к := ф(Хк) Є Ктхп, (1.11)

знаходимо
Хк+і =  Хк -  3+ ф(Хк). (1.12)

Тут PJ* : Кт  ^  М( 3 )  — ортопроектор матриці 3  Є Кпхт, 3 + — псевдо- 
обернена (за Муром -  Пенроузом) матриця [36]. Зазначимо, що умова (1.11) 
рівнозначна вимозі повноти рангу матриці 3к і викопується лише у випадку 
т <  п. Ітераційпа схема (1.12) збігається до точного розв’язку 5. Дійсно, 
припустимо, що в околі точного розв’язку Х мають місце нерівності

||3+|| <  (к), к Є М, ||і2ф(Ск ; Х -  Хк)|| <  ^2(к) • ||5 -  Хк||2.
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Із рівностей (1.9) и (1.10) випливає, що

5 — гк+111 <
аі(к)^2(к)

Припустимо, що існує константа

І ^1(к)^2(к) 0 := вир < — ——
2кєМ

За цієї умови має місце оцінка |5 — гк+1 <  0 • |5 — гк|2, яка свідчить, що у 
випадку збіжності ітераційної схеми (1.12) до точного розв’язку 5 рівняння
(1.8), ця збіжність — квадратична. Знайдемо умову збіжності ітераційної 
схеми (1.12) до точного розв’язку 5 рівняння (1.8); для цього зробимо на­
ступні оцінки

яка свідчить про збіжність ітераційної схеми (1.12) до точного розв’язку 5 
рівняння (1.8) за умови

Таким чином, доведено наступне твердження [55].

Лема 1.2 .1. Припустимо, що для рівняння (1.8) виконуються наступні 
умови

1. Нелінійна вектор-функція ф(г), двічі неперервно диференційовна по г 
в області ^ С Кп, в околі точки г0 має корінь г*.

2. В околі нульового наближення г0 Є ^ С мають місце нерівності

0 • |5 — го| < 1. (1.13)

Л І  <  ^і(к), ||̂ 2 ф(^к ; г — гк )|| <  ^ (к ) • ||5 — гк
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3. Існує константа

6 ■=' -------2-------

Тоді за умов (1.11) та (1.13) для знаходження розв’язку z* рівняння (1.8) 
застосовна ітераційна схема (1 .1 2 ), при цьому швидкість збіжності по­
слідовності {z k} до розв’язку z * рівняння (1 .8) квадратична.

Доведена лема [55] узагальнює відповідні результати [76, 88] на випа­
док виродженої, або прямокутної матриці J  і стане в нагоді у теорії нелі­
нійних нетерових крайових задач [36, 54].

П риклад 1.2.1. Ітераційна схем,а (1.12) застосовна для знаходження 
розв’язку нелінійного рівняння (1 .8), де вектор-функція

Дана вектор-функція ф(и) : R3 ^  R2 визначена у довільній області 
D С R 3 і двічі неперервно диференційовна по z в око лі Q Ç D С R3. 
Покладемо

x +  sin y +  cos z 
y +  sin z +  cos x

при цьому [64]

Далі rank [ф (ui)] =  2, крім того, викопано умову (1.13):

Таким чином
/  -0 ,455  968 239 769 595 \ 

U2 «  -0 ,4 5 7  889 951 795 185
V -0 ,455  537 594 550 856 )

Далі rank [ф (u2)] =  2, крім того

62 • ||U2 -  uo||TO «  0,00743 453 <  1, 62 ■= ^l(2) ^2(2) «  0,00743 453.
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Для другого кроку схеми (1.12)

|ф(и2)||то ~  3,69 679 х 10 11, u3
I  0, 455 968 239 730 150 \ 

0, 457 889 951 789 936
V 0, 455 537 594 568 580 )

Далі rank [ф (u3)] =  2, крім того

0:з • ||из -  uo||TO «  0 ,00743 453 <  1, в:і :=  ~  0, 9 4 2  278.

Для третього кроку схеми (1.12) ||ф(м3)||то ~  0.

У частинному випадку m =  n має місце рівність J + (z) =  J- 1(z).
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Висновки до першого розділу

1) Проаналізовано сучасний стан і встановлено перспективність дослі­
дження лінійних та нелінійних крайових задач для системи інтегро-ди­
ференціальних рівнянь типу Фредгольма з виродженим ядром, в тому 
числі, для матричних крайових задач.

2) Продемонстровано доцільність дослідження нелінійних крайових за­
дач для системи інтегро-диференціальних рівнянь типу Фредгольма з 
виродженим ядром за допомогою модифікованого методу Ньютона.

3) Продемонстровано актуальність дослідження та вдосконалення кла­
сифікації лінійних та нелінійних крайових задач для системи інтегро- 
диференціальних рівнянь типу Фредгольма з виродженим ядром, які 
містять диференціально-алгебраїчний оператор.
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Розділ 2 

Умови розв’язності 
інтегро-диференціальної 

крайової задачі

2.1. Умови розв’язності нелінійної інтегро-диферен­
ціальної крайової задачі

Досліджуємо задачу про побудову розв’язку [36

у(£) Є Р 2[а; Ь], у'(£) Є Ь2[а; Ь] 

нелінійної інтегро-диференціальної системи

У 'й  =  А (і)У(і) +  ф(і) [  Р(У(8 ) ,У,(8 ) , 8 ) іїв +  / (^  (2.1)
*/ а

підпорядкованого крайовій умові

Іу(-) =  а, а Є . (2.2)

Розв’язок крайової задачі (2.1), (2.2) шукаємо в околі розв’язку

Уо(£) Є р2 [а; b}, у ^  Є Ь2 [а; Ь] 

породжуючої нетерової п =  р крайової задачі

Уо й  =  А (і)Уо(і) +  / (^  1Уо(0 =  а . (2.3)
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Тут

Іу(-) : Р 2[а; Ь] ^  — лінійний обмежений векторний функціонал, визна­
чений на просторі Ю2[а; Ь] п-внмірннх абсолютно неперервних на відрізку 
[а, Ь] функцій. Нелінійна вектор-функція Р(у(£), у;(£), £) двічі неперервно 
диференціовна в околі розв’язку у0(£) породжуючої крайової задачі (2.3) 
та його похідної Уо( )̂, а також неперервна за третім аргументом на відріз­
ку [а; Ь]. Поставлена задача продовжує дослідження лінійної інтегро-дифе­
ренціальної крайової задачі на випадок нелінійної підінтегральної вектор- 
функції Р  (у,У,£).

Позначимо X  (£) нормальну (X  (а) =  Іп) фундаментальну матрицю 
однорідної частини породжуючої системи (2.3). Як відомо [36], у критично­
му випадку

породжуюча крайова задача (2.3) розв’язна тоді й тільки тоді, коли вико­
нується умова

при цьому г-параметрнчна сім’я розв’язків породжуючої задачі (2.3)

— оператор Гріна задачі Коші (а) =  с для породжуючої системи (2.3), 
Х г (£) — (п х г) -  вимірна матриця, утворена з г-лінійно-незалежннх стовпців 
нормальної фундаментальної матриці X  (£); матриця Рд* Є К^хр, утворена
з d лінійно-незалежних рядків матриці-ортопроектора

Pq. = 0, Q :=  I X (•) Є Rpxn

(2.4)

yo(t,Cr) =  X,-(f)cr + G [f(s); a](t), c,- Є Rr

зображується за допомогою узагальненого оператора Гріпа

G [f(s); a](t) :=  X (t )Q + {a  -  IK [f (s )](-) j +  K [ f  (s)](t)

Тут
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У критичному випадку розв’язок крайової задачі (2.1), (2.2) шукаємо у ви­
гляді y(t) =  y0(t, cr) +  x(t). Для знаходження відхилення

x(t) Є D2[a; b], x'(t) Є L2[a; b]

від породжуючого розв’язку y0(t,cr) отримуємо крайову задачу

x'(t) =  A(t)x(t) +  Ф(£) f  F (y(s), y'(s), s) ds, (2.5)
J a

Ix(-) =  0. (2.6)

Відхилення x(t) =  X (t)v  +  ^ (t)u  від породжуючого розв’язку y0(t,cr) ви­
значають невідомі сталі та матриця

Гь
u := / F  (y (s), y'(s), s) ds Є Rm, v Є Rm, tf(t) := K ^ (s )](t )  Є Ш>Пх т [а b].

a

Шуканий розв’язок y(t) =  y0(t,cr) +  x(t), x(t) =  X (t)v  +  ^(t)u  інтегро- 
диференціальної системи (2.1) задовольняє крайову умову (2.2) за умови

Q v +  R u  =  0, R :=  ІФ(^) Є Rpxm (2.7)

Позначимо Рр Є R (m+n)xp матрицю, утворєну з р лінійно-незалежних стов­
пців ортопроектора Р0 матриці [Q; R ] Є Rpx(m+n). Умову (2.7) задовольня­
ють вектори

v =  Р: cp, u =  P2 Cp, cp Є Rp; P0 :=  col ( Pi, P2 ), Pi Є Rnxp, P2 Є R mxp.

Для знаходження вектора cp, необхідного для визначення невідомих u(cp) 
та v(cp) отримуємо нелінійне рівняння (1.8); тут

Ф(ср) :=  ^ (u(cp),v (cp)) :=  u(cp) -

— f  F (X (s)v +  ^ (s)u ,A (s)X (s)v  +  Ф ^ )^  s) ds.
a

Якщо для отриманого рівняння (1.8) справджуються умови леми 1.2.1, зна­
ходимо невідомі u(cp) та v(cp). Таким чином, доведена наступна теорема 
[64].
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Теорема 2.1.1. У критичному випадку (Р33* =  0) породжуюча крайова 
задача (2.3) розв’язна тоді й тільки тоді, коли виконується умова (2.4); 
при цьому г-параметрична сім’я розв’язків породжуючої задачі (2.3) має 
вигляд

Шуканий розв ’язок

у(Ь) =  у0 {і,сг) +  х(Ь), х{Ь) =  X {ї)у  +  ^{і)и , V =  Р\ ср, и =  Р2 ср, ср Є Кр

нелінійної інтегро-диференціальної крайової задачі (2 .1), (2 .2) визначає 
вектор ср, який задовольняє нелінійне рівняння (1 .8): ф{ср) =  0, умови 
розв’язності якого визначає попередня лема. Для знаходження вектора 
ср
послідовності наближень до розв’язку рівняння (1 .8 ) квадратична.

У частинному випадку рівняння (1.8) — лінійне: ф{ср) := В ср +  4, 
умова розв’язності якого рівнозначна вимозі

Тут РВ* : Кт  ^  М(В*) — ортопроектор матриці В*. За умови (2.8) розв’язок 
лінійного рівняння (1.8) має вигляд ср =  Р/  ср — J+(!, ср Є Кр; тут Р/  : Кр ^  
N (7 ) — ортопроектор матриці В.

П риклад 2 .1.1. Вимогам, доведеної теореми задовольняє задача, про по­
будову 2 п -  періодичних розв ’язків інтегро-диференціальної системи

Уо(і,Сг) =  Хг(і)Сг +  С[/(в); а](і), Сг Є .

РВ* = 0 , В Є к тхр. (2.8)

(2.9)

тут

крім того
Р(У(і ) , у ( І) , І) :=  У(І) (1 — У*(І)У ( і ) ) соя і.
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Для породжуючої періодичної крайової задачі у разі системи (2.1.1)

Pq =  Pq* =  I2 =  0,

тому має місце критичний випадок, причому виконується умова розв’язності 
(2.4), при цьому двопараметрична сім’я розв’язків породжуючої задачі [64

yo(t,cr) =  X r(t)cr +  G [f (s)](t), Cr Є R2

зображується за допомогою узагальненого оператора Гріпа [64

G [f(s)](t) =  (  81111 +  Sm3J(
\ cos t — cos 3t

та нормальної фундаментальної матриці однорідної частини породжуючої 
системи (2.1.1)

cos t sin t
X  (t) =  Xr (t) =  ,

— sin t cos t
Оскільки

0  =  0< я  =  -  ? (  1 0 )  , Р 1 =  ( 0 1 0  ' , Р 2 И 0 0 1  , .

Періодичний розв’язок

у(£) =  у0(£,сг) +  ж(£), ж(£) =  X(£)-и +  Ф(£)и, V =  Рі ср, и =  Р2 ср, ср Є Ж3

нелінійної інтегро-диференціальної системи (2.1.1) визначає вектор ср, який 
задовольняє лінійне рівняння (1.8):

;  /  —8п 0 п
Ф(СР) := B ср +  d; B =  -

о V —п 8 —8п
крім того

і/ \ п / ;  — 32 сі +  4 с2 . 
гі(Ст ' =  3 2 ^  —4(2 +  сі + 8  С2) Сг : =

Останнє рівняння розв’язне у наслідок повноти рангу матриці В. Покладе­
мо ср :=  0. Шуканий 2п-періодичний розв’язок нелінійної інтегро-диферен­
ціальної системи (2.1.1) має вигляд

- = <
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тут

3 862 708 сов £ 124 805 сі сов £ 12 394 757 с2 сов £ 
У1(£) =  1 383 908 045 +  89 428 786 +  1 110 179 952 +
12 053 843 від £ 12 394 757 с1 від £ 11 712 929 с2 від £ від3£

+--------------------------1------------------------------1------------------------------1----------.539 822 396 1 110 179 952 131 138 704 4
12 053 843сов £ 12 394 757 с1 сов £ 11 712 929 с2 сов £

У2(£) =  .о п о о о о п . +  1 1 .о  +  2539 822 396 1 110 179 952 131 138 704
сов3£ 3 862 708 від £ 124 805 с1 від £ 12 394 757 с2 від £

4 1 383 908 045 89 428 786 1 110 179 952

У некритичному випадку (Рд* =  0) крайова задача (2.1), (2.2) розв’язна 
для будь-яких неоднорідностей /(£) та а [64].

Н аслідок 2.1.1. У некритичному випадку (Рд* =  0) г -параметрична
сім’я розв’язків породжуючої задачі (2.3) мас вигляд

Уо(£, Сг) =  Х г(£)сг +  С [ / ($); а](£), сг Є Кг.

Шуканий розв ’язок

У(£) =  Уо(£,сг) +  х(£), х(£) =  X(£)^ +  Ф(£)и, V =  Р1 ср, и =  Р2ср, ср Є Кр

нелінійної інтегро-диференціальної крайової задачі (2 .1), (2 .2 ) визначає ве­
ктор ср, який задовольняє рівняння (1 .8) : ф(ср) =  0, умови розв’язності 
якого визначає попередня лема. Для знаходження вектора ср застосовна 
ітераційна схема (1 .1 2 ), при цьому швидкість збіжності послідовності 
наближень до розв’язку рівняння (1 .8) квадратична.

П риклад 2 .1.2 . Вимогам, доведеного наслідку задовольняє задача, про 
побудову 2п -періодичних розв’язків скалярної інтегро-диференціальної си­
стеми п 2п

у' =  У +  Ф(£) / Р (у (« ) ,у 'М ,« )  ^  +  /(£); (2.10)
о

тут

/ (£) := від£. Ф(£) := сов£. р (у (£),у '(£),£) := (1 -  у2(£)) ( і  -  у '2(£))  .
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Для породжуючої крайової задачі у разі системи (2.10) має місце не­
критичний випадок, при цьому єдиний розв’язок породжуючої задачі зобра­
жується за допомогою узагальненого оператора Гріпа [64]

від £ +  сов £
£ [ /  (й)](г) = ----------2------- .

Періодичний розв’язок

у(£) =  у0(£) +  х(£), х(£) =  X(£)^ +  Ф(£)и, и =  —2 V, V Є Ж1

нелінійної інтегро-диференціальної системи (2.10) визначає константам, яка 
задовольняє нелінійне рівняння (1.8):

/ ч  ̂ 17 п 7 V 2п 4ф(м) =  —2v — + ------^  .

Для знаходження константи V застосовна ітераційна схема (1.12), дійсно: за 
умови

1 7 п
V,) := —- ,  J0 =  —2 — 3п =  0, v1 =

2 ’ 0 ^  ’ 1 8 +  12п ’
при цьому

_  256 +  1152 п +  2512 п2 +  3216 п3 +  1421 п4 
^  _  16(2 +  3 п )3 ’

крім того
Сті(1) «  0,0 894 281, ф(^і) «  0,0894 281.

Аналогічно
ст2(1) «  13, 2612, 01 «  0, 285 343 < 1,

отже умову збіжності ітераційної схеми (1.12) до точного розв’язку рівняння
(1.8) на першому кроці виконано. На другому кроці ітераційної схеми (1.12) 
отримуємо

п
2̂ =  -(4 3 5 2  +  26 112п +  69 728п2 +  91 680п3 +  39 525п4), 

гш

при цьому

32 «  -11,1795 =  0, аі(2) «  0,0894 495, ф(^2) «  2, 70 456 х 10-7 .
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Тут

16(2 +  3 п)(256 +  1152 п +  2512 п2 +  3216 п3 +  1421п4).

Аналогічно
ст2(2) -  13, 2685, 02 -  0, 285 449 < 1,

отже умову збіжності ітераційної схеми (1.12) до точного розв’язку рівняння
(1.8) на першому кроці виконано. На третьому кроці ітераційної схеми (1.12) 
отримуємо

Оскільки (93 ~  0, 285 449 < 1, умову збіжності ітераційної схеми (1.12) до 
точного розв’язку рівняння (1.8) на третьому кроці виконано; крім того

Таким чином, отримано наближення до періодичного розв’язку

160 106 464 сов £ 20 751 201 від £
у(£) ~  -------------------------------------------------------УК ; 163 205 053 1 092 981 631

інтегро-диференціальної системи (2.10). Для оцінки точності знайденого 
наближення до періодичного розв’язку інтегро-диференціальної системи
(2.10) визначимо нев’язку

Крім того, відзначимо періодичність отриманого наближення.

Зазначимо, що у випадку нерозв’язності нелінійної інтегро-диферен­
ціальної крайової задачі (2.1), (2.2) її можна регуляризувати аналогічно 
[53, 148]. Зазначимо також, що запропонована схема дослідження нелінійної 
інтегро-диференціальної крайової задачі (2.1), (2.2) може бути перенесена 
на інтегро-диференціальної крайової задачі з запізненням [36, 63].

149 078 559
^3 ~ --------------------,3 309 925 526’

сті(3) -  0,0894 496, ^ (3 ) -  13, 2685.

ф(^з) -  3,99 680 х 10-15.

С[0;2п]
3,44 169 х 10-15.
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2 .2 . Р о з в ’я з к и  к р а й о в о ї  з а д а ч і  д л я  м а т р и ч н о г о  ін т е г р о -  

д и ф е р е н ц іа л ь н о г о  р ів н я н н я  з  в и р о д ж е н и м  я д р о м

Досліджуємо задачу про побудову розв’язків [36]

2 (і) Є Ш£хв[а; Ь] := Р 2[а; Ь] 0  Кахв, 2 (і) Є [а; Ь] := Ь2[а; Ь] 0  Кахв

матричної інтегро-диференціальної системи типу Фредгольма з внрожде- 
пим ядром

А (й)2  (й) +  В (й)2 ' (й)

підпорядкованих крайовій умові

££(•) =  А, А Є .

Тут

Ф(0  Є ^ х 7 к  ^  А (0 ,В  й  Є Ц х а к  ^  

Є ^вхв[а; ^  р М Є ь ^хв[а; Ь];
££(•) — лінійний обмежений матричний функціонал:

^ (•): Р 2 [а; Ь] ^  ^ .

(2.11)

(2.12)

Взагалі кажучи, припускаємо, що а ,в ,7 ,М,^ Є N — довільні натуральні 
числа. Матрична крайова задача (2.11), (2.12) узагальнює традиційні по­
становки задач для інтегро-диференціальної системи типу Фредгольма [36]. 
Розв’язок матричної інтегро-диференціальної системи (2.11) представимо у
]Р» | у  | гц

£ (£ )=  [  Ф(й) Со Ф(з) ^  +  Сі +  Т (*), Т (*) := /  ^(й) ^ ,

де

Со := А (й)2  (й) +  В (й)2 ' (й) ^  Є К7хв, Сі Є Кахв

— невідомі сталі матриці, для знаходження яких приходимо до матричного 
рівняння типу Сильвестра

Со -  / А (і) / Ф(5)СоФ(й) -  /  А (і)Сі ^ - (2.13)

ь

ь

ь ьі
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-  /  А ^ Ф ^ О Ж в )  ^  =  В :=
а

:>тхп

А (в )^  (в) +  В ( « ) ґ  (в) &  Є Ж1 хв

Визначимо оператор А  =  М В  : Жтхп ^  Жт-п, як оператор, який ставить 
у відповідність матриці В Є Жтхп вектор-стовпець М В  Є Жт-п, утворений 
з п стовпців матриці В, а також обернений оператор

М -1А  : Жт - п ^  Ж'т п

який ставить у відповідність вектору А  Є Жт-п матрицю В Є Жтхп. Позна-
ачимо © (і) Є Ж7хв, і  =  1, 2, ... , в  • 7 _  природний базис простору Жвх7, 

також 2 (і) Є Жахв, і  =  1, 2, ... , а • в  _  природний базис просторуЖахв, при 
цьому задача про знаходженя розв’язку рівняння (2.11) приводить до задачі 
про знаходження векторів £ Є Жв7 и (  Є Жав, компоненти яких визначають 
розвинення матриць

в-7 ®-в
С0 =  £  © ^ ’ Сі =  Е  і , « і , 0  Є Ж1, с :

і=1 і=1
с := £

С

У нових позначеннях, рівняння (2.13) набуває вигляду

Р с  =  М В , V  :=  [ £>о; Р і ],

Є Ж«в+в7

(2.14)

де

Vo := (і)
в-7

Є Жв-7хв-7, Р0і) :=  М © (і)
і=і

М  /  А(*) /  Ф(в)©(і)Ф(в) ^ ^ ,

а також

Р о := (і) а-в л 6
Є Жв-7ха-в, р [ і) :=  - М  /  А(£)~(і) ^  

і=і *̂ а

— сталі матриці. Позначимо РР* Є Жв7хв7 і РР є Ж(а+7)вх(а+7)в матриці- 
ортопроєктори: РР* : Жв7 ^  М(Р*), РР : Жав+в7 ^  М(Р*). За умови [36, 51

Рх> * ̂ ЛВ =  0 (2.15)

6 6

6
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і тільки при ній загальний розв’язок рівняння (2.14)

с =  Т>+М Б  +  Рррср, ср є  Кр 

визначає загальний розв’язок

Со =  Со(В) +  Со(ср), Со(В) :=  М - і

Сі =  Сі(В) +  Сі(ср), Сі (В) :=  М і

і  (В)

С (В)

, Со(ср) :=  М - і

, Сі(Ср) :=  М - і

матричного рівняння типу Сильвестра (2.13); тут

і  (В) :=  (  І/л О )  Р + М В , і(ср) :=  (  1 ^  О )  Р р  с„,

С (В) :=  (  О І<>/} )  Р + М В , С (ср) :=  (  О Іац )  Р р  ср;

матриця Ррр Є К (а+7)вхр складена з р лінійно незалежних стовпців матриці- 
ортопроєктора Рр. Таким чином, доведено наступне твердження [67]

Л ем а 2.2.1. За умови (2.15) загальний розв’язок

Z (і, ср) =  W (і, ср) +  К (і), ср Є Кр

задачі Коші Z (а) =  С і (ср) для рівняння (2.11) визначає узагальнений опе­

ратор Гріна матричної задачі Коші

К (і) :=  /  Ф («)Со(В)Ф (з)йз  +  С і(В ) +  Т (і) ;

тут

W (і, ср) :=  Сі(ср) +  /  А(й)Ф(5)Со(ср)Ф(5) йз, ср Є Кр
*/ а

— загальний розв ’язок задачі Коші Z  (а) =  0 для однорідної частини рів­

няння (2.11).

Позначимо ©р^ Є Кр, і  =  1, 2, ... , р — природний базис простору Кр. 
Підставляючи розв’язок рівняння (2.11) у крайову умову (2.12), приходимо 
до задачі про зноходження розв’язку

£  0«>£-• Є Кр, і -  Є К\ і  =  1,2, ... , рср =
З=і

і

і
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матричного рівняння типу Сильвестра [32

РЖ  (•, Ср) +  РК Р  (в) (•) =  А Є Ш̂ хи. (2.16)

У критичному випадку (Рд* =  0) за умови (2.15) та [139

Рд* М  А -  РК Р  (в) (•) = 0 (2.17)

розв’язок рівняння (2.15) визначає вектор ср =  ср(ст ) +  ср(А , Р ), де

с„ (А ,Р ) :=  д + М  А -  ЬК (•) к  Ср(сг) :=  РдгСг, Сг Є Шг.

Тут Рд*-  (д • V х д • V) -  матриця-ортопроектор Рд* : ^  N (д*), де

д  := д* Є хр, д .  :=  щ  Р М 1
і=і

Ж  (•, е р  >)

матриця Рдг, утворена з г лінійно-незалежних стовпців (р х р ) -  матрнці- 
ортопроєктора Рд; матриця Рд* складена з і  лінійно незалежних рядків 
матриці-ортопроєктора Рд*. Таким чином, у критичному випадку, за умови 
(2.15) і (2.17) розв’язок матричної інтегро-диференціальної системи типу 
Фредгольма з виродженим ядром (2.11), який задовольняє крайову умову 
(2.12)

£  (£,сг ) =  Ж  (£,сг ) +  О 

визначає узагальнений оператор Гріна

Р (в );А (і), сг Є Шг

О Р (в );А (£) :=  Ж (і, Ср(А, Р ) ) +  К Р(в) (і)

та загальний розв’язок однорідної частини крайової задачі (2.11), (2.12) 

Ж (£,сг) :=  Сі(ср(сг)) +  [  А(в)Ф(в)Со(ср(сг))Ф(в) ів;

Ж (і,С р(А ,Р )) :=  С і(с р (А ,Р ))+  /  А (в)Ф (в)С о(ср(А ,Р ))Ф (в)ів .
*/ а

Таким чином, доведено наступне твердження [67].

р

І
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Т еорем а 2.2.1. У критичному випадку (Рд* =  0) за умови (2.15) і (2.17) 
розе ’язок матричної інтегро-диференціальної системи типу Фредгольма 
з виродженим ядром (2.11), який задовольняє крайовій умові (2.12)

£ ( і ,сг) =  W (£,сг) +  С Р (в );А  

визначає узагальнений оператор Гріна

(і), сг Є

С Р (в );А (і) :=  W (£ ,сД А ,Р ) ) +  К (і)

г загальний розв’язок однорідної частини крайової задачі (2.11), (2.12)  

W (і ,с г) :=  Сі(ср(сг)) +  [  А(в)Ф(5)Со(ср)Ф(в) ^в;

тут

W (^ ,С p (A ,F )):=  С і(с р (А ,Р ))+  /  А (в)Ф (в)Со(ср(А ,Р))Ф (в) ^ ,
*/ а

загальний розв’язок однорідної частини крайової задачі (2.11), (2.12)  та

К, ( і ) :=  /  Ф ( « ) С о ( В ) Ф ( « ) +  С і (В )+  Л і ) ;

— узагальнений оператор Гріна матричної задачі К ош і£ (а) =  0 для ліній­
ної матричної інтегр о-диференціальної системи типу Фредгольма з виро­

дженим, ядром (2.11).

Знайдені умови розв’язності (2.15) і (2.17), а також конструкція уза­
гальненого оператора Гріна крайової задачі для матричної інтегро-дифе­
ренціальної системи типу Фредгольма (2.11), (2.12) узагальнюють тради­
ційні результати для нетерових крайових задач [36].

П риклад  2.2.1. Вимогам доведеної теореми 2.2.1 задовольняє задача 
про побудову 2п-періодичних розв’язків матричної інтегро-диференціаль­

ної системи

2 '( ( )  =  Ф(і) А (в )£  (в) +  В (в )£ /(в) Ф(і) ^  +  Р (і), (2.18)

І

І

ь
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де

сов £ від £ 0 
А(£) :=  , Ф(£) :=і 0 0 0 і

сов £ -  від £ 
від £ сов £ 

0 0

сов £ від £ сов £ від £ 0
Ф(() :=  , В (£) :=

від £ сов £ 0 сов £ від £

Р (£) :=

від £ 0 
сов £ від £

У 0 сов £ у

Позначимо [67]

1 0 0 0 0 0

^і := 0 0 , ^2 : = 1 0 , ... , ^6 : = 0 0
0 0 0 0 0 1

природний базис простору К3х2, а також

0 ! :=
1 0 
0 0

, 02 :=
0 0
1 0

... , 04 :=
0 0
0 1

2 2природний базис простору К2х2; при цьому

/  1 п —п 0 0 0 0 0 0 0 ^
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
п  0 1 п  0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

=

\ /

Оскільки Рр* =  0, то умова (2.15) виконується. Матриці

0 0
Со( в ) = |  П П ] , « * » = .  0 0

Сі(В ) =
0 0  
0 0  
0 0

, С1(Ср) =
Сі С4 \

С2 С5 
V Сз С6 У
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визначають загальний розв’язок [67]

Ш (і,с„) =  Сі(ср), ср Є К6

задачі Коші ^ (0) =  0 для однорідної частини рівняння (2.2.1), а також 
узагальнений оператор Гріна матричної задачі Коші

JC
_ _ /  1 — cos t — п sin21 п cos t sin t \
F (s ) (t) = (1 +  п cos t) sin t 1 — cos t +  п sin21

0 sin t

=  0, A  =  0, L K [F (s)](0  =  0, то умову (2.17) виконано, при цьо
му розв’язок матричної інтегро-диференціальної системи типу Фредгольма 
з виродженим ядром, що задовольняє крайовій умові (2.2.1)

Z  (t,Cr) =  W  (t,Cr) +  G F (s ) ;A (t), cr є  R 6

визначає узагальнений оператор Гріна і загальний розв’язок Ш (£,сг) =  
С і(ср) однорідної частини крайової задачі (2.2.1).

У некритичному випадку (Рд* =  0) умова (2.17) виконується для будь- 
яких неоднорідностей крайової задачі (2.11), (2.12), при цьому розв’язок 
матричної інтегро-диференціальної системи типу Фредгольма з виродже­
ним ядром (2.11), який задовольняє крайовій умові (2.12) визначає наступне 
твердження [67].

Наслідок 2.2.1. У некритичному випадку (Рд* =  0) за, умови (2.15) 
розв ’язок матричної інтегро-диференціальної системи типу Фредгольма 
з виродженим ядром (2.11), який задовольняє крайовій умові (2.12) мас 
вигляд

Z  (t,cr) =  W  (t,cr) +  G F (s ) ;A (t), cr є  Rr.

Приклад 2.2.2. Вимогам, доведеного наслідку задовольняє задача про по­

будову антиперіодичних розв ’язків матричної інтегро-диференціальної си­

стеми (2.2.1).
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Загальний розв’язок W(£, ср), ср Є Ж6 задачі Коші Z (0) =  0 для одно­
рідної частини рівняння (2.2.1), а також узагальнений оператор Гріна ма­
тричної задачі Коші К [^ ($)](£) були знайдені в прикладі 2.2.1. Оскільки

а  =  2 16, А  =  0, К [^ («)](•) =  0,

то єдиний розв’язок антиперіодичної задачі (2.2.1) має вигляд [67

Z(£) =  О (г).

Запропоновані умови розв’язку, а також конструкція узагальнено­
го оператора Гріна крайової задачі (2.11), (2.12) для матричної інтегро- 
диференціальної системи типу Фредгольма з виродженим ядром (2.11) уза­
гальнюють умови розв’язності та конструкцію узагальненого оператора Грі­
на інтегро-диференціальної крайової задачі [31], а також матричної крайової 
задачі [33]. Крім того, аналогічні умови існування розв’язку, а також кон­
струкція узагальненого оператора Гріпа матричної інтегро-диференціальної 
системи типу Фредгольма з виродженим ядром (2.11) можуть бути отримані 
для аналогічної крайової задачі в абстрактних просторах [36, 58]. Запропо­
нована схема дослідження крайових задач матричної інтегро-диференціальної 
системи типу Фредгольма з виродженим ядром (2.11) аналогічно [31] мо­
же бути перенесена на нелінійні інтегро-диференціальні системи типу Фре­
дгольма з виродженим ядром, а також аналогічно [34, 40] — на матри­
чні крайові задачі для інтегро-диференціальних систем типу Фредгольма 
з виродженим ядром, що містять диференціально-алгебраїчний оператор.
З іншого боку, у разі нерозв’зності матричні крайові задачі для інтегро- 
диференціальних систем типу Фредгольма з виродженим ядром можуть 
бути регуляризовані аналогічно [53].
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2.3. Узагальнений оператор Гріна матричної інтегрально- 
диференціальної крайової задачі, не розв’язаної 
відносно похідної

Досліджуємо задачу про побудову розв’язків [36]

£(£) Є Р 2[а; Ь], Я (£) є  Ь 2[а; Ь], £(£) Є 

матричної інтегро-диференціальной системи

(г) =  (г) +  р  (г), (2.19)

підпорядкованих крайовій умові

££(•) =  А, А є  КАхм. (2.20)

Тут [72]

(£) : =  Е Е  Я*(£)^/(^)57- (£) : Ю2[а; Ь] ^  Ь 2[а; Ь]
*=і ^=і

диференціальний оператор, 

г Ь
(*) :=  Ф(£) А (й)^  (й) +  В (й)^ /(й) Ф(£) ^  : Ю2 [а; Ь] ^  Ю2[а; Ь]

_  інтегральний оператор,

Ф(£) Є К7хп, А(£), В (£) Є Кпха, Ф(£) Є х<5, Яг(£) Є К7ха, $ (* ) Є Квх^

та Р (£) Є К7х  ̂— матриці, елементи яких належать простору©2[а; Ь] абсолю­
тно неперервних на відрізку [а; Ь] функцій [36], (•) — лінійний обмежений 
матричний функціонал:

(•) : Ю2[а; Ь] ^  КАх .̂

Взагалі кажучі, припускаємо а  =  в  =  7 =   ̂ =  П =  ^ =  М Матрична не- 
терова крайова задача (2.19), (2.20) узагальнює традиційні постановки за­
дач для інтегро-диференціальної системи типу Фредгольма з вирожденим
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ядром [36]. Розв’язок матричної інтегро-диференціальної системи (2.19) шу­
катимемо у вигляді

а-в

Z (t) =  £ Eij]Vi(t), Vi(t) є  R l ' v(f- ) є  R*'*, 
j=l

при цьому оператор

M D Z (t)  =  D (t)y '(t) : R ax* ^  RYS

визначає матриця

Ґ -ч ав p q
D (t) :=  і D ,(t) [ Є , Dk(t) :=  £  £  R ,(t)E (k>Sj (t).

I J k=1 ,=i j=i

Оператор
M I Z ( t )  =  M § ( t )C 0^ (t) : R ax* ^  R7^

визначає невідома стала матриця

C , =  t A (s )Z  (s) +  B (s)Z ' (s) ds є  R nxe,

розклад якої шукатимемо y вигляді

C , =  Y  j  є  R 1, С є  R " e ,
j=1

при цьому

м x z (г) =  п (г)с, п(г) :=  | * є ш ^ хвп, 

п г(г) :=  М Ф (г )в {г)ъ (г )  є R 7̂.

Задача про побудову розв’язків матричного рівняння (2.19) рівнозначна 
до задачі про знаходження розв’язків традиційного диференціально-алгеб­
раїчного рівняння

D (t)y' (t ) =  й(Ґ)І +  F  (t), F  (t) : = M F  (t).



За умови повноти рангу матриці D (t) : P®*(t) =  0 остання задача приводить 
до звичайного диференціального рівняння

y '(t) =  A (t)£ +  F ( t )+  ^ (t), (2.21)

розв’язок якого

y(t) =  f  A (s )£ d s  +  /  [F(s) +  ^(s)j ds +  z, z є  R “ 'e
J a J a

визначає розв’язок матричного рівняння (2.19)

Z (t, z ,€ ) =  M -1 f  A (s)£  d s+ M -1 f  [F(s) +  V(s)j ds +  C i, Ci :=  M -1 [Zj;
a a

P d-w : ^  N (S*(t)), Р а д  : ® “ в ^  N (D (t))

— матриці-ортопроектори, >̂(t) — довільна вектор-функція:

ф(£) є  D2 [a; bj,

крім того

A (t) :=  D + (t)ft(t), F(t) :=  D + (t)F (t), ^ (t) :=  P ^ ^ t )  є  D2[a; bj.

3a умови повноти рангу матриці D (t) має місце включення [61]

D +(t) є  D2[a; bj.

Зауважимо, що звичайне диференціальне рівняння (2.21) рівнозначне ма­
тричному рівннянню

Z '(t) =  M -1 A (t)£ +  M -1 [F(t) +  ^(t)j .

Для знаходження векторів £ є  Жп'в та Z Є Ма'в , компоненти яких визнача­
ють розвинення сталих матриць

в'7 а-в
Co =  Y  Є и £ ,, Ci =  Y ,  ,

j=1 j=1

57
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використовуємо матричне рівняння типу Сильвестра

г Ь
Со =

рівнозначне рівнянню

Л (5 )г  (в ,с ,€ ) +  в  (8)2  '(* ,( ,£ )

'Ь (  рі
1Пс =  Ь :=  М  / і Л (()М - 1 / [№ ) +  ^(«)|

*/ а у */ а

+ В (£ )М -1 [£(£) +  ^(£)] І  ^ ; (2.22)

По : = М 0 (і) - М  [  ( А (£ )М -1 /  А (й )М 0 (,) ^ +
а а

вп

і=і
та

Пі :=  | - М  ^  А (£)“ (г)
ав

І=1

П :=  [П0;П 1] Є ^ впх(а+п)в, с :=

^ впхав

Є
С

Позначимо Рп* Є Квпхвп та Рп Є К (а+п)вх(а+п)в матриці-ортопроекторн: 

Рп* : Мвп ^  М(П*), Рп : К (а+п)в ^  М(П).

За умови [36
Рп* Ь =  0,

і тільки за неї, загальний розв’язок рівняння (2.3.

с =  П+Ь +  РПрср, ср Є Кр

(2.23)

визначає загальний розв язок

Со =  Со(Ь) +  Со(ср), Со(Ь) :=  М 1

Сі =  Сі(Ь) +  Сі(ср), Сі(Ь) :=  М 1

£ (Ь)

С (Ь)

, Со(ср) :=  М -1

, Сі(ср) :=  М 1 С (ср)
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матричного рівняння типу Сильвестра; тут

С (Ь) :=  (  О )  П+Ь, С (Ср) :=  (  О )  Рп, Ср,

С(Ь) :=  (  О /„в  )  П+Ь, С(Ср) :=  (  О 4 в  )  Ср.

Матриця Рпр Є М(а+п)вхр утворена із р лінійно незалежних стовпців матриці- 
ортопроектора Рп. За умови (2.23) та у разі повноти рангу матриці ® (і),
загальний розв язок

2  (і,Ср) =  W  (і,Ср) +  К (і), ср Є Кр

задачі Коші 2 (а) =  С 1(Ь) +  С1(ср) системи (2.19) визначає узагальнений 
оператор Гріна

/С (і) :=  М  і /  А ( й)С(Ь) ^  +  М - і [#(з) +  ^(з)] ^  +  Сі(Ь)

матричної задачі Коші 2 (а) =  С 1(Ь) та

W (і, Ср) :=  Сі(Ср) +  М  / А(й)С(Ср) ^
*/ а

— загальний розв’язок задачі Коші 2 (а) =  С і (ср) д л я  однорідної частини 
рівняння (2.19). Позначимо

0р*') є Кр, і  =  1, 2, ... , р

— природний базис простору Кр. Підставляючи розв’язок рівняння (2.19) в 
крайову умову (2.20), приходимо до задачі про знаходження розв’язків

р
Ср =  0р*;')^  Є Кр, ^  Є К і , і  =  1, 2, ... , р 

і=і
матричного рівняння типу Сильвестра

(•) =  А Є XV (2.24)

У критичному випадку (Рд* =  0) за умови (2.23) та

(•) = о (2.25)

і і

і
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розв’язок матричного рівняння (2.23) визначає вектор

Ср =  Ср(сг) +  Ср(А,Р),

де

ср(сг) :=  РдгСг, Сг Є , Ср(А, Р ) :=  А — РК р ( 5) ; ф(5) (■) .

Тут Рд* — (д ■ Л х д ■ Л)— матриця-ортопроектор Рд* : Км'л ^  N (0*), де

Є Кр'Лхр, а з :=  М І  Р М і
і=1

V  (., 0<?>)

— матриця Рдг утворена з г лінійно-незалежних стовпців (р х р) — матриці- 
ортопроектора Рд; матриця Рд* утворена з d лінійно незалежних рядків 
матриці-ортопроектора Рд*. За умови повноти рангу матриці ©(£), в кри­
тичному випадку, за умов (2.23) та (2.25) розв’язок матричної інтегро- 
дпференціпальної системи типу Фредгольма з вирожденим ядром (2.19), 
який задовольняє краойву умову (2.20)

£  (£,Сг) =  V  (£,Сг) +  О (£), Сг Є

визначає узагальнений оператор Гріна [72

О (£) :=  М  1 І А($)£(Ср(А, Р )) ^ +

+ С і (Ср(А,Р) ) +  К р  М ; ф (^) (£)

і загальний розв’язок однорідної частини крайової задачі (2.19), (2.20)

V (£,Сг) :=  Сі(Ср(Сг)) +  М  1 /  А(з)£(Ср(Сг)) гіз.

Таким чином, доведено наступну достатню умову розв’язності крайової за­
дачі для матричної інтегро-диференціальної системи, не розв’язаної відно­
сно похідної [72].

р

І

І
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Теорема 2.3.1. У критичному випадку (Рд* =  0) за умов (2.23) та 
(2.25), у випадку повноти рангу матриці ® (і), для довільної вектор- 
функції ф(і) Є Ю2[а; Ь] розв’язок матричної інтегро-диференціальної си­
стеми (2.19), який задовольняє крайову умову (2.20) має вигляд

Z  ( і ,с г) =  W  ( і ,с г) +  О (і), сг Є Жг.

Знайдені умови розв’язності (2.23) і (2.25), а також конструкція уза­
гальненого оператора Гріна крайової задачі (2.19), (2.20) узагальнюють тра­
диційні результати для нетерових крайових задач [36, 52, 54], у тому числі 
для інтегро-диференціальних систем типу Фредгольма з виродженим ядром 
31, 69].

Приклад 2.3.1. Умовам теореми 2.3.1 задовольняє задача про побудову 
розв ’язків матричної інтегро-диференціальної задачі

де

V Z (і) =  X Z (і) +  Р (і), ^ (•) =  А,

2 2
V Z (і) :=  Е Е  '(і)Б3 (і),

І=1 3=1
Ґ1

(2.26)

I Z (і) :=  Ф(і) A (s)Z  (й) +  В (s)Z '(s) Ф(і)

тут

Яі (і) :=

/  1 0 1  ̂
0 0 0 
0 1 0

, Я2(і) :=

5'2(і) : Н  0 0 1 ’ Ф(і) :=

А(І) : =
і 0 0
0 0 0

, В (і) : =

1 0 0
0 0 1

0 1 0

і 0 ^
0 1

0 0

0
1 0  ^

0 0 0

, З Д  :=
0 1
1 0

, Ф(і) :=
1 1
0 і

/ і  0 ^
0 і2 

0 0
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ів,

Яі :=

5і :=

(  0 0 1 N 
0 1 0  
1 0 0 
0 0 0

0 0 0  
1 0 0

П 2 :=

^ 0  0 1 ^
1 0 0  
0 0 0

\ °  0 Ч

з :=

1 0 0  
0 0 0  
0 0 0

\ 0 0 1 /

2 :=

А :=
1

65 821 056

0 0 1 
ч 1 0 0

(  5 485 088 0 
60 169 873 0 
- 2  369 880 0

£з :=
0 0 1 
0 0 0

5 080 012 
1 777 815 

0
у 5 485 088 0 -2 7  425 440 у

Позначимо

1 0 0 0 
“ і :=  0 0 , “ 2 :=  1 0

0 0 0 0

природний базис простору Ш3х2, а також

е і  :=
1 0
0 0

, Є 2 :=
0 0
1 0

... , Є 4 :=

0 0  
0 0  
0 1

0 0
0 1

природний базис простору Ш2х2; при цьому Рр*(і) =  Рр(г) =  0,

=

2 0 1 2 0 1  
0 0 1 0 0 1 
0 2 0 0 2 0  
2 0 1 0 0 0  
0 0 1 0 0 0 
0 2 0 0 0 0

п =

(  і 0 0 0 N
0 1 0  0
0 0 0 0
і 0 і2 0
0 1 0 і

у 0 0 0 0 у

6
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крім того

А (і) =

/ і і і2 і \ / і2 \2 2 2 2 2
0 0 0 0 0
0 1 0 і

, Ж і) =
і2

0 0 і2
2

і
2 2і ( і  +  і)

0 0 0 0 0

V0 0 0 - і І V і2
/

Матриця

П =

(  іі6 6
0 1  
0 0  
0 0

і
зо

і
і6

0 0
зі
зо
0

і6
1

0
0
0

0 0
0 0
0 0
0 0

0
0

_ і
2

0

0 0  
0 0  
0 0  
0 0

визначає матриці-ортопроектори Рп* =  0 та

Рп =

(  37984 
і7і4о9

0
9оо

і7і4о9
0

7іі6о
і7і4о9

0
0

і86о
і7і4о9

0

V 0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

9оо
і7і4о9

0
65о25
3428і8

0
48о

і7і4о9
0
0

і34385
3428і8

0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

7іі6о
і7і4о9

0
48о

і7і4о9
0

і33457
і7і4о9

0
0
992

і7і4о9
0
0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 1
0 0
0 0
0 0

і86о
і7і4о9

0
і34385
3428і8

0
992

і7і4о9
0
0

277729
3428і8

0
0

0 0  
0 0  
0 0  
0 0  
0 0  
0 0  
0 0  
0 0  
1 0  
0 1

Оскільки Рп* =  0, то умову (2.23) виконано, при цьому загальний розв’язок 
рівняння (2.3.)

с =  П+Ь +  РПрср, ср Є Кр 

визначає загальний розв’язок матричного рівняння типу Сильвестра 

Со =  Со(Ь) +  Со(ср), Сі =  Сі(Ь) +  Сі(ср),

де

Со(Ь) =
8 775 2о6 569 

342 8і8 2 742 544
0 0

, Со(ср) =
4(9496сі+225е2) 225(8^+289 )̂ 

і7і 4о9 342 8і8
0 0
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Сі (Ь) =

2340
171409 2742544 171409 342 818

0 0 , С1(ср) = с3 с5
0 0 с4 с6 /

Таким чином, загальний розв’язок

2  (£,ср) =  Ж  (£,ср) +  К (£), ср Є К6

задачі Коші 2 (0 ) =  С1(Ь) +  С1(ср) для матричної інтегро-диференціальної 
системи (2.3.1) визначає узагальнений оператор Гріна [72]

/ 585(-128+60 і2+1445 і3) -197490+1371272 і2+845 325 і3 \
' 5485 088 5 485 088

К М  = 0 0
1- -1 і3 і3

V 3 -  /
матричної задачі Коші 2 (0 ) =  С1 (Ь) та

Ж  ((,€„) =

/  8сі(35580+4748і2+75і3) + 15с2(-128+60і2+1445і3) 15(8еі+289с2)(-62+5і3) \

V

685 636 
С3 
С4

685 636 
С5 
С6 /

— загальний розв’язок задачі Коші 2 (0 ) =  С 1(ср) однорідної частини рів­
няння (2.3.1). Відзначимо, що у наслідок рівності Рт>(і) =  0 узагальнений 
оператор Гріна інтегро-диференціальної системи (2.3.1) не залежить від до­
вільної функції ф(£). Оскільки Рд* =  0, отже задача про побудову розв’язків 
матричної інтегро-диференціальної задачі (2.25) представляє критичний ви­
падок, при цьому умову її розв’язності (2.25) виконано. Розв’язок матричної 
інтегро-диференціальної задачі (2.3.1)

2  (£,сг) =  Ж  (£,сг) +  О 

визначає узагальнений оператор Гріна

(£), сг Є К 1

О

(  585(-128+60і2+1445і3) -197490+1 371 272і2+845325і3 \

V

5 485 088 
0
і!3

5 485 088 
1
і!3 /
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та загальний розв’язок [72

w  (г,Сг) =
0 0
сі 0 
0 0

однорідної частини крайової задачі (2.3.1).

Запропонована схема дослідження матричної інтегрально-диферен­
ціальної крайової задачі, не розв’язаної відносно похідної, суттєво відрізня­
ється від техніки [40], основаної на використанні центральної канонічної 
форми і продовжує дослідження матричних диференціально-алгебраїчних 
крайових задач без використання центральної канонічної форми [56, 57]. 
Отриману схему дослідження матричної інтегрально-диференціальної кра­
йової задачі, не розв’язаної відносно похідної, може бути перенесено на зада­
чі у частинних похідних [82, 83, 84] і на крайові задачі з імпульсним впливом 
471.
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2.4. Умови розв’язності задачі, оберненої до автоном­
ного інтегро-диференціального рівняння

Нетерова крайова задача для лінійного інтегро-диференціального рів- 
нянння типу Фредгольма з виродженим ядром вперше була розв’язана у 
статті [113]. Обернені задачі для інтегро-диференціальних рівняннь типу 
Фредгольма мало досліджені. Досліджуємо задачу, обернену до лінійного 
автономного інтегро-диференціального рівняння типу Фредгольма з виро­
дженим ядром

г Ь Г
В у (з ) +  С  У (з) (2.27)У (() =  А у (і)  +  Ф /

*/ (
за відомим розв’язком цієї задачі [36, 113]

уВД :=  ф( )̂ Є Р 2[а; ^  у '^  :=  ф'ВД Є Ь 2[а; &].

Тут А ,В ,С , Ф Є Кпхп — невідомі сталі матриці. У наслідок автономності 
рівняння (2.27) можна припустити, що Ф :=  1П. Дотримуючись схеми ме­
тоду найменших квадратів [5, 49, 67], вимагатимемо мінімізації величини 
нев’язки

До :=

Позначимо

ф (£) — А ф(£) — Ф В ф(й) +  С  ф (й) —> ш іп .
Ь2 [а,Ь]

Є Кпхп
к ) і=\

природний базис простору Кпхп. Метриці А, В  та С  шукатимемо у вигляді 
сум

р д г
>1.

А =  ^  " ^3 , В  =  ^   ̂^3 в3 , С  =  ^   ̂^3 Із , а з , в3 ,73 Є К ; 
З=1 3=1 3=1

^ 2  ^ 2  ^ 2  р <  п , д <  п , г <  п .

Позначимо матрицю Грама

Го :=  /  ЦОСОад) ^  Є к (р+«+г)х(р+«+г);

2Ь

2п
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тут

а д )  :=  ( ф ( )̂ ... ф ( )̂ ,

фСО ^  ... Іа ^я фСО ^  1 ^ 1  ф'(^) ^  ... Л ^ г  ф/( )̂

Невідомий вектор 70 Є К (р+?+г) визначає рівняння

Го 70 =  [  а д У ( £ )  ^ ,  (2.28)
а

розв’язне за умови
аеіГо =  0. (2.29)

За умови (2.29) рівняння (2.28) має єдиний розв’язок

/* ьІ7о =  Г- /  ^ о( )̂Ф/( )̂ ^

який визначає матриці

1А =  М -1 (Ро То), Ро :=  (  Ір О О )  Є №>*&>+«+-•>, 

В  =  М -1 (Рі 7о), Рі :=  (  О І , О )  Є Г ' х(р+''+г)

та
С  =  М -1 (Р ,7о), Р 2 :=  (  О О /,. )  Є Кг*Ь>+«+г>.

Умова (2.29) являє собою необхідну умову мінімізації величини нев’язки 
Д0 ; достатню умову мінімізації величини нев’язки Д 0 забезпечує додатна 
визначеність матриці Грама Г0. В свою чергу, додатну визначеність матриці 

Г0
визначників всіх квадратних діагональних мінорів матриці Грама Г0. Таким 
чином, доведено наступну лему [151].

Л ем а 2.4.1. За умови (2.29), у разі додатної визначеності матриці 
Грама, Г0, задача про відновлення автономного лінійного інтегро-дифе- 
ренціального рівняння типу Фредгольма з виродженим ядром (2.27) за 
відомим розв’язком цієї задачі

у й  :=  Є ^  у/(0  :=  ф/(0  є
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має єдиний розв’язок, який мінімізує величину нев’язки Д 0 у сенсі най­

менших квадратів.

Досліджуємо далі задачу, обернену до двоточкової крайової задачі для 
лінійного автономного інтегро-диференціального рівняння типу Фредголь- 
ма з виродженим ядром

у' (і) =  А у (()  +  Ф ^5, М  2(а) +  N  2(6) =  а  (2.30)В у(5 ) +  с у  (5)

за відомим розв’язком цієї задачі [36

уВД :=  ф( )̂ Є Р 2[а; ^  у  (^  :=  ф ВД Є Ь 2[а; 6]

та відомим вектором а  Є Кт ; тут А, В, С  Є Кпхп, М, N  Є Ктхп — невідомі 
сталі матриці. Дотримуючись схеми методу найменших квадратів [5, 49, 67 
вимагатимемо мінімізації величини нев’язки

Ді := М  ф(а) +  N  ф(6) — а —> шіп
мт

Позначимо
тхп

,=1
природний базис простору Ктхп. Метриці М  та N  шукатимемо у вигляді 
сум

М  =  £  Е, а , , N  =  £  Е, в , ;
, = 1 , = 1 

тут р  <  т п ,  д7 <  т п .  Позначимо матрицю Грама

Г 1 :=  Є к (р,+д,)х(р,+д,);

^ 1( )̂ :=  “ і ф(а) ... Ер ф(а) Еі ф(6) 

Невідомий вектор 71 Є К (р+д) визначає рівняння

Гі 7і =  а,

Е д ф(Ь)

(2.31)

ь

2

тп
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розв язне за умови
det Гі =  0. (2.32)

Умова (2.32) являє собою необхідну умову мінімізації величини нев’язки 
Д 1 ; достатню умову мінімізації величини нев’язки Д 1 забезпечує додатна 
визначеність матриці Грама Г 1. В свою чергу, додатну визначеність матриці 

Г і
визначників всіх квадратних діагональних мінорів матриці Грама Г 1. Таким 
чином, доведено наступну теорему [151].

Т еорем а 2.4.1. За умови (2.29), у разі додатної визначеності матри­

ці Грама, Г0, задача про відновлення автономного лінійного інтегро-ди- 
ференціального рівняння типу Фредгольма з виродженим ядром (2.27) за 
відомим розв’язком цієї задачі мас єдиний розв’язок

А =  М —1(Р о70), В =  М —1 (Рі 7о), С  =  М —1(Р27о),
п Ь

7о =  Г—1 /  ^о(£)Ф/(£) ^
*/ а
Д о

ви, (2.32), у разі додатної визначеності матриці ГрамаГ1, задача про від­

новлення крайової задачі для лінійного інтегро-диференціального рівняння 
типу Фредгольма з виродженим ядром (2.30) за відомим розв’язком цієї 
задачі

У(£) :=  Ф(£) Є Р 2[а; ^  :=  ф/(£) Є Ь2[а; Ь] 

має єдиний розв’язок

М  =  М —1СР(17і), Ро :=  (  ір О )  Є ®р'х(р'+«'),

N  =  М —1СРі 7о), Р  :=  (  О і ,  )  Є ®«'х(р'+«'),

Д і

П риклад  2.4.1. Умови доведеної теореми справджуються у задачі про 
відновлення двоточкової крайової задачі для лінійного автономного інтегро- 
диференціального рівняння типу Фредгольма з виродженим ядром

і
У й  =  Ау(£) +  Ф /

о
В у(й) +  С  у/(з) ds, М г (а ) +  N 2(Ь) =  а  (2.33)
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за відомим розв’язком

та відомим вектором

Ф(і) :=  (  і 1 )

а  :=  1 2

Природний базис простору К2х2 складають матриці

1 0 
0 0

2 =
0 0
1 0

-з =
0 1
0 0

,4 =
0 0
0 1

Покладемо р :=  д =  2, г :=  0. Таким чином, отримуємо невироджену 
додатно визначену матрицю

(  4 0 3 0 N 
0 4 0 3 
3 0 3 0

Гп =  —
12

у 0 3 0 3 у

тому задача про відновлення автономного інтегро-диференціального рівня­
ння типу Фредгольма (2.33) за відомим розв’язком х(Ь) :=  ф(і) однозначно 
розв’язна:

0 ^  , в  = ( 2 М  , С  =  (  °  0 
0 0 0 0 0 0

Покладемо т  :=  2, р  := 0 ,  с( =  2. Таким чином, отримуємо невироджену 
додатно визначену матрицю Гі =  І2, тому задача про відновлення двото- 
чкової крайової умови однозначно розв’язна:

А  =

М  =
0 0
0 0

N  =
1 0
2 0

Запропонована схема дослідження задач, обернених до автономного 
інтегро-диференціального рівняння типу Фредгольма, аналогічно [24, 145] 
може бути перенесена на задачі, обернені до лінійної крайової задачі для 
різницево-алгебраїчного рівняння, а також на задачі, обернені до крайових 
задач у частинних похідних [82, 119].

*
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Висновки до другого розділу

1) Знайдені умови розв’язності, а також конструкція розв’язків неліній­
них недовизначених інтегро-диференціальних крайових задач, які уза­
гальнюють результати, отримані для лінійної інтегрально-диференціальної 
крайової задачі на випадок нелінійної підінтегральної вектор-функції
Р(у, У, £). Продемонстровано ефективність дослідження нелінійних не­
критичних недовизначених інтегро-диференціальних крайових задач за 
допомогою модифікованого методу Ньютона.

2) Знайдені необхідні і достатні умови розв’язності, а також констру­
кція узагальненого оператора Гріна лінійної крайової задачі для матри­
чної інтегро-диференціальної системи типу Фредгольма з виродженим 
ядром у критичному випадку. Знайдено умови розв’язності, а також 
конструкцію узагальненого оператора Гріпа лінійної нетерової крайової 
задачі для матричної інтегро-диференціальної системи, не розв’язаної 
відносно похідної, яка узагальнює інтегро-диференціальні системи типу 
Фредгольма з виродженим ядром.

3) Запропоновані необхідні і достатні умови існування, а також констру­
кція розв’язку задачі, оберненої до задачі про знаходження розв’язку 
автономного інтегроИ -диференціального рівняння типу Фредгольма з 
виродженим ядром. Отримані необхідні і достатні умови існування, а 
також конструкція розв’язку задачі про відновлення двоточкової кра­
йової умови. Запропонована схема дослідження задачі, оберненої до за­
дачі про знаходження розв’язку автономного інтегро-диференціального 
рівняння типу Фредгольма з виродженим ядром може бути перенесе­
на на задачі, обернені до задачі про знаходження розв’язку інтегро- 
диференціального рівняння типу Фредгольма з виродженим ядром, які 
містять диференціально-алгебраїчний оператор.
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Розділ З 

Нелінійні інтегро-диференціальні 
крайові задачі, не розв’язані 

відносно похідної

3.1. Невироджені інтегро-диференціальні крайові за­
дачі, нерозв’язані відносно похідної

Досліджено задачу про побудову розв’язків [36

у(£) Є Р 2[а; Ь], у'(£) Є Ь 2[а; Ь] 

лінійної інтегро-диференціальної системи, не розв’язаної відносно похідної

А(£)у '(£) =  В (£)у (£) +  Ф(£) /  Р (у (5) , у '(5) , 5)^5 +  / ( £ )  (3.1)
*/ а

підпорядкованих крайовій умові

Іу(-) =  а, а  Є . (3.2)

Розв’язок крайової задачі (3.1), (3.2) шукаємо в околі розв’язку

уо(£) Є р2[а; ^  Уо(£) Є Ь 2[а; ь]

породжуючої нетерової п =  р крайової задачі (2.3). Вектор-функція 
Р(у(£),у '(£),£) лінійна за розв’язком у (£) крайової задачі (3.1), (3.2) та його 
похідною у'(£), а також неперервна за третім аргументем на відрізку [а; Ь];

Іу(-) : Р 2[а; Ь] ^
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— лінійний обмежений векторний функціонал, визначений на просторі 
Ю2[а; Ь] п-вимірних абсолютно неперервних на відрізку [а,Ь] функцій [36]. 
Поставлена задача продовжує дослідження лінійної інтегро-диференціальної 
крайової задачі на випадок лінійної крайової задачі (3.1) з прямокутною ма­
трицею при похідній [40, 57]. За умови [57]

А+(£) — исевдообериеиа (по Муру -  Пенроузу) матриця, Рд*(г) _  матриця- 
ортопроектор: Ра* (£) : Жт  ^  М(А*(£)), Ра (£) — (п х р0) — матриця, утво­
рена з р0 лінійно-незалежних стовпців (п х п )— матриці-ортопроектора 
Р а(£) : ^  М(А(£)). У випадку (3.3) інтегро-диференціальну систему
(3.1) будемо називати невиродженою [57]. За умови р0 =  0 система (3.4), 
розв’язана відносно похідної, залежить від довільної неперервної вектор- 
функції ^о(г). Позначимо Х 0(£) нормальну фундаментальну матрицю

отриманої системи звичайних диференціальних рівнянь (3.4). Як відомо [36], 
у критичному випадку Рд* = 0 ,  Q :=  I X (•) Є М.рхп для фіксованої непе­
рервної функції ^0(£) Є Ь 2[а; Ь] породжуюча крайова задача розв’язна тоді й 
тільки тоді, коли виконується умова (2.4); при цьому г-параметрична сім’я 
розв’язків породжуючої задачі

(3.3)

(3.4)

х о (і)  =  л + (г )в (і)Х о (і) , Хо(а) =  /„

Уо(і,ст) =  Х г(і)ст +  С [ / ( « ) ;а ]((), ст Є Кг

зображується за допомогою узагальненого оператора Гріпа

С [/(й );а ](і)  :=  X ( ( ) « + { а  -  І К [ / (8) ] ( - ) }  +  К [ / (8)](()
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Тут

К (і) :=  X ( і)  /  X  1(в)5о(«,^о(«)) *

— оператор Гріна задачі Коші у0(а) =  с для породжуючої системи, Х г(і) :=  
X (і)Рдг; матриця Рдг Є Жрхг, утворена з г лінійно-незалежних стовпців 
матриці-ортопроектора Рд : ^  N (5 ). Матриця Рд* Є Ж х̂р, утворена з 
^ лінійно-незалежних рядків матриці-ортопроектора Рд* : ^  N (5*). У 
критичному випадку розв’язок крайової задачі (3.1), (3.2) шукаємо у вигляді 
у(і) =  у0( і ,с г) +  х (і). Для знаходження відхилення х(і) Є Ю2[а; Ь], Х (і) Є 
Ь2[а; Ь] від породжуючого розв’язку у0(і, сг) отримуємо крайову задачу

А (і)Х (і)  =  В (і)х (і) +  Ф(і) [  Р(у(й), у;(й), й) ^й, Іж(-) =  0.
*/ а

Відхилення
х(і, и, V) =  Х 0(і)и +  Ф (ф  

від породжуючого розв’язку у0(і, сг) визначають невідомі сталі

V :=  [  Р(у(й), у;(й), й) ^  Є Ж9, и Є Жп

та матриця

Ф(і) :=  К Ф(й)

Шуканий розв’язок у (і) невиродженої інтегро-диференціальної системи (3.1) 
задовольняє крайову умову (3.2) у випадку

^  +  Я и  =  0, Я :=  І Ф(-) Є ЖрХ9. (3.5)

Позначимо Рр Є Ж(?+п)хр матрицю, утворєну з р лінійно-незалежних стов­
пців ортопроектора Рд : Ж9+п ^  N((5) матриці (5 :=  [ 5 ;  Я ]. Умову (3.5) 
задовольняють вектори

>9ХРи =  Рі Ср, V =  Р2 Ср, Ср Є Жр, Рр :=  сої ( Рі, Р2 ), Рі Є Жпхр, Р2 Є Ж

Для знаходження вектора ср, необхідного для визначення невідомих и(ср) 
та v(cр) отримуємо рівняння

ф(ср) :=  ф М С ^ 'Ф р ))  :=  и (ср)- (3.6)

І



[ Ъ— р  (у0(г,сг) +  х (г ,п,у  ) , у0(г,сг) +  X  (г,и, у),г)  іі.
*/ а

Оскільки вектор-функція Р  (у(і) ,у'  (і), і) лінійна за розв’ язком у (і) крайової 
задачі (3.1), (3.2) та його похідною у'(і), має місце зображення

Р  (у ( і ) , у  (і) , і)  =  Лі (і)у (і) +  Л2(і)у ' (г),

де

Лі (і) :=  РУ(у ( і ) ,у>(г),г), Л2(і) :=  Ру<(у ( і ) , у>(г),г),

при цьому породжуюча система неоднорідна, тому можна вважати 
Р (0 ,0,і)  =  0. Умова розв’язності лінійного рівняння (3.6):

ф(ср) =  Во Ср +  ф(сг), Во Є R qхр

рівнозначна вимозі
Рв0 ф(сг) =  0. (3.7)

Тут

Во :=  Г  ( Лі(і) [Х(і )Рі  +  Щі)Р2] +  Л2(і)[Х'(і)Рі +  Ф '( і )р Л  і і  — Р2,
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крім того
г Ъ

сг) : =  — Л і(і)уо(і,сг) +  Л2(і)у0(і, сг) і і ,

РВ* : R q ^  N ^ 0 ) — ортопроектор матриці В0. За умови (3.7) розв’язок 
лінійного рівняння (3.6) має вигляд

Ср =  В+ф(сг) +  Рв0 сИ, ср Є R р;

тут Рв0 : Rр ^  N ^ 0) — ортопроектор матриці В0. Таким чином, шуканий 
розв’язок невиродженої інтегро-диференціальної системи (3.1)

у(і,ср ) =  У^(і)с^ +  Є[Ф(в); щ(в)](і),  см Є Rр

для фіксованої неперервної функції щ(і) Є Ь2[а; Ь] зображується за допомо­
гою узагальненого оператора Гріна

С [Ф(в); Щ(в)}(і) :=  С [/ (в); а ](і) —
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—  К+ °0 А і (і)£ [ / («); а|(і) +  а 2(і)^ / [ / (й); а|(і) <і і .

Тут Уц(і ) — (п х д) -  вимірна матриця, утворена з д лінійно-незалежних 
стовпців матриці

Х о(() -  [Х о (і)Р  +  Ф (()Р2ІВо+ [А і(()Х г(і); А ^ ^ Х ; (()|Л;

[X (і ) Р  +  Ф(()Р2ІРво

Таким чином, доведена наступна теорема [64, 149].

Т еорем а 3.1.1. У критичному випадку (Рд* =  0) породжуюча крайова 
задача розв’язна тоді й тільки тоді, коли виконується умова (2.4) ;  при, 
цьому г -параметрична сім ’я розв’язків породжуючої задачі має вигляд

Уо(і,сг) =  Х г(і)сг +  С [ / ($); а|(і), сг Є .

Шуканий розв’язок невиродженої інтегро-диференціальної крайової задачі

(3.1), (3.2)

у (і ,с м) =  УДі)см +  С[Ф(й); ^о(й)](і ), см Є

для фіксованої неперервної функціїщ (і ) Є Ь2[а; Ь| за умови (3.7) зображу­

ється за допомогою узагальненого оператора Гріна С[Ф(в); ^0(й)](і).

П риклад  3.1.1. Вимогам, теореми 3.1.1 задовольняє задача, про побудову 
2п-періодичних розв’язків лінійної інтегро-диференціальної системи

а (і)У (і)  =  в (і )У(і) +  ф(і) /  Р (у (5) , у/(5) , 5)^5 +  / ( і ) ; (3.8)

тут

,, s , сов і від і сов і . _ ,  ч
А (<) =  . і , . і Ь  В (і ) :=— від і сов і — від і

— від і сов і — від і
— сов і — від і — сов і

/ (і ) :=
1

від і , Ф(і) :=
1 0
0

ь
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крім того

F (y (t ) ,y '(t),t) :=  A i (t)y (t) +  A 2(t)y '(t), A i (t) :=
1 0 0 
0 0 0

A 2 (t) : =
0 0 0  
0 0 t

Породжуюча система (3.8) задовольняє умові (3.3), тому інтегро-ди­
ференціальна система (3.8) — невироджена, причому має місце нерівність 
ро =  0, отже, система (3.4), розв’язана відносно похідної, залежить від до­
вільної неперервної вектор-функції; покладемо ^о(£) :=  0. Для породжую­
чої періодичної крайової задачі у разі системи (3.8) має місце критичний 
випадок, причому виконується умова розв’язності (2.4), при цьому трьохпа- 
раметрична сім’я розв’язків породжуючої задачі

уо(£,Сг) =  Хг(£)сг +  С [/(й)](£), Сг Є К3 

зображується за допомогою узагальненого оператора Гріпа

G [f  (s)j(t) =
sin t +  sin3t 
cos t — cos 3t

та нормальної фундаментальної матриці однорідної частини породжуючої 
системи (3.8)

/  1 +  cos t sin t cos t — 1 \
Xo(t) =  Xr (t) =  2 - 2  sin t 2 cos t - 2  sin t 

\ cos t -  1 sin t 1 +  cos t J

Позначимо матриці

Pi =
/  1 0 0 0  ̂

0 1 0  0 
V 0 0 1 0 )

0 0 0 1 
0 0 0 0

Періодичний розв’язок

y(t) =  y0(t,cr) +  x(t), x(t) =  X (t)v  +  ^ (t)u , v =  P1 cp, u =  P2 cp, cp є  R
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лінійної невнродженої інтегро-диференціальної системи (3.8)

у ( і ,с м) =  Ум(і)см +  С[Ф(з); ^п(й)](і), см Є К2

для фіксованої неперервної функції ^п(і) :=  0 зображується за допомогою 
узагальненого оператора Гріна

С [ф (5); vo(s)](t) =  -2
/  4 sin t +  sin2t ^

6 — 4 cos t — 2 cos 2t 
\ 4 sin t +  sin2t /

та матриці [149

З Д )  =
2(1 +  п2)

(  1 +  п sin t (1 +  2n2)sin t  ̂
0 2(1 +  2п2) sin t

y —1 +  п sin t (1 +  2n2)sin t У

У некритичному випадку (Pq* =  0) лінійна невироджена інтегрально- 
диференціальна крайова задача розв’язна [149] для будь-яких неоднорідно- 
стей f  (t) та а.

Н асл ідок  3.1.1. У некритичном,у випадку (Pq* =  0) r -параметрична 
сім ’я розв ’язків породжуючої задачі мас вигляд

yo(t,cr) =  X r(t)cr +  G [f (s); a](t), cr Є R r.

Шуканий розв’язок невиродженої інтегро-диференціальної крайової задачі
(3.1), (3.2)

y (t,cM) =  YM(t)cM +  G ^ (s ) ;  vo(s)](t), Є R

для фіксованої неперервної функції v0(t) Є L2[a; b] за умови (3.7) зображу­

ється за допомогою узагальненого оператора Гріна С[Ф(в); v0(s)](t).

П риклад  3.1.2. Вимогам, наслідку 3.1.1 задовольняє задача про побудову 
розв ’язків лінійної аптіперіодичпої інтегро-диференціальної крайової зада­

чі

A (t)y (t ) =  B (t)y (t +  f  (t)) +  Ф(0 Х (3.9)

x /  F (y (s ) ,y/(s ),s )d s , l y (0 :=  y (0) +  y (2п) =  0;

1

b
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тут

A(t) :
cos t sin t cos t 
-  sin t cos t — sin t

, в  (t) :
cos t sin t — cos t 

sin t cos t sin t

крім того

, F (y (t ) ,y/(t),t) :=  A i (t)y (t) +  A 2(t)y/(t),

de

A i (t) :

Породжуюча система (3.9) задовольняє умові (3.3), тому інтегро-ди­
ференціальна система (3.9) — невироджена, причому має місце нерівність 
р0 =  0, отже, система (3.4), розв’язана відносно похідної, залежить від до­
вільної неперервної вектор-функції; покладемо v0(t) :=  0. Для породжу­
ючої періодичної крайової задачі у разі системи (3.9) має місце некрити­
чний випадок, при цьому єдиний розв’язок породжуючої крайової задачі 
y0(t,cr) =  G [f (s)](t) зображується за допомогою узагальненого оператора 
Гріна породжуючої задачі

G i f  (s)](t) =  5e—2п—t (1 +  е2п) (—6і — 62n+  +  2e2ncost+  

+2e2n sin t +  4e2n+t sin t),

G2[ /  (s)](t) =  4e—2n—t(4e2t +  14e2n+2t — 4e2n cos t—

—4e4n cos t — 5e2n+t cos t — 5e4n+t cos t +  2e2n sin t +  2e4n sin t— 

—5e2n+t sin t — 5e4n+t sin t ) ,

G s[/(s)](t) =  5e—2n—t (1 +  62n) (—6і — 62n+  +  2e2n cos t+  

+2e2n sin t +  4e2n+t sin t).

G i[ f  (s)](t) \ 

G2[/(s ) ](t ) , 
G3/ ( s ) ] ( t )  )

де
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Оскільки
0 п \

Q =  0, Я = ( - 1 +  б2п) —п

V 0 п /
отримуємо матриці

26

де

Ріа =

(5+6е2п +5є4п )п2
2(10+13п2+6е2п (2+п2 )+5е4п (2+п2)) 

4(і+е2п )п2 
10+13п2 +6е2п (2+п2)+5є4п (2+п2) 

(5+6є2п +5є4п )п2 
\ 2(10+13п2+6е2п (2+п2 )+5е4п (2+п2)) /

Р16 =

( 4(1+е2п )п \
10+13п2+6е2п (2+п2)+5є4п (2+п2) 
2+9п2 —2е2п (2+п2 )+е4п (2+п2 ) 

10+13п2+6е2п (2+п2)+5є4п (2+п2)

V
де

Р2а =

Р2а =

4(1+е2п )п 
10+13п2+6е2п(2+п2)+5є4п(2+п2) /

2( — 1+е2п )п2 
10+13п2 +6е2п (2+п2)+5є4п (2+п2) 

(5+6є2п+5є4п )п 
10+13п2 +6е2п (2+п2)+5є4п (2+п2)

2( —1+е2п )(1+е2п )(2+п2) 
10+13п2 +6е2п (2+п2)+5є4п (2+п2) 

8(1+е2п )п
10+13п2+6е2п (2+п2)+5є4п (2+п2)

Таким чином, отримуємо нерівність

det £>0 =
2 (—1 +  б4п) п (—1 +  2п2)

=  0.10 +  13п2 +  6е2п (2 +  п2) +  5е4п (2 +  п2)

Остання нерівність у випадку лінійної інтегро-диференціальної крайової за­
дачі (3.9) забезпечує виконання умови (3.7). Шуканий розв’язок лінійної 
інтегро-диференціальної крайової задачі (3.9) для фіксованої неперервної 
функції ^0(і) :=  0 єдпни й у(і) =  С[Ф(й); щ(в)}(і)  і зображується за до­
помогою узагальненого оператора Гріна лінійної інтегро-диференціальної

2
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С [ф (5); vo(s )](t) = 40(1 +  e2n) ( - 1  +  2n2)

крайової задачі (3.9)

/  С і[ф (5) ; vo(s)](t)  ̂
С2[ф(5) ; vo(s)](t)

V ^з[ф (5) ; vo(s)](t) )

де
Сі[Ф(5); vo(s)](t) =  —5e-2n-t(1 +  e2n)(e*(1 +  n )x  

x (—1 +  e2n (—1 +  2n)) +  (e2n (2 — 4n2) —

—e2n+tt +  et(1 +  2n)t) cos t +  (e2n(2 — 4n2) +  et(—2 — 3п +  n2) +  e2n+tx

x (6 — n — 9n2 +  2n3)) sin t ) ,

С 2[Ф(й); v0(s)](t) =  e—2n—1(—2e2t(3 — n2 +  e2n(33 — 10n — 61n2 +  10n3)) +

+  (1 +  e2n )(e2n (16 — 32n2) +

+5e2n+t(5 — n — 9n2 +  2n3 — t) +  5et(—1 +  n2 +  t +  n (—1 +  2t))) cos t+  

+(1 +  e2n )(8e2n (—1 +  2n2) +  5e2n+t(6 — n — 9n2 +  2n3 + 1) +  5et(—2 +  n2 — t—

—n(3 +  2t))) sint),

G ,№ (s); vo(s)](t) =  —5 e-2n" t(1 +  e2n)(e*(1 +  n ) (—1 +  e2n(—1 +  2n)) +  

+ (e 2n(2 — 4n2) —2n+  t +  et(1 +  2n)t) cos t +  (e2n(2 — 4n2)+

+ et(—2 — 3n +  n2) +  e2n+  (6 — n — 9n2 +  2n3)) sint).

У випадку виродженості: Рд*(г) =  0 лінійної інтегро-диференціальної 
крайової задачі (3.1), (3.2) для її дослідження можна використовувати схему 
[57]. У випадку нерозв’язності лінійної інтегрально-диференціальної кра­
йової задачі (3.1), (3.2) її можна регуляризовати аналогічно [34, 53, 148]. 
Зазначимо також, що запропонована у статті схема дослідження лінійної 
невиродженої інтегрально-диференціальної крайової задачі (3.1), (3.2) мо­
же бути перенесена на невироджені інтегро-диференціальні крайові задачі з 
запізненням [36]. І, нарешті, доведена теорема узагальнює результати дослі­
дження лінійної інтегро-диференціальної крайової задачі [31, 64] на випадок 
лінійної крайової задачі (3.1) з прямокутною матрицею при похідній [40, 57].
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3.2. Нелінійні інтегро-днференціальні крайові задачі, 
нерозв’язані відносно похідної

Досліджуємо задачу про побудову розв’язків [36]

у(£) Є Ю2[а; Ь], у'(£) Є Ь 2[а; Ь]

нелінійної інтегро-диференціальної системи, не розв’язаної відносно похі­
дної (2.1), підпорядкованих крайовій умові (2.2). Розв’язок крайової задачі
(2.1), (2.2) шукаємо в околі розв’язку

Матрицю А(£) припускаємо прямокутною, або ж квадратною, але виро­
дженою матрицею сталого рангу. Нелінійна функція ^(у(£), у;(£), £) двічі 
неперервно-диференційовна за розв’язком у (£) крайової задачі (2.1), (2.2) 
та його похідною у;(£) в околі розв’язку породжуючої крайової задачі та 
його похідної, а також неперервна за третім аргументом на відрізку [а; Ь]; 
Іу(-) : Ю2[а; Ь] ^  — лінійний обмежений векторний функціонал, визначе­
ний на просторі Ю2[а; Ь] п-вимірних абсолютно неперервних на відрізку [а, Ь] 
функцій [36]. Поставлена задача продовжує дослідження лінійної інтегро- 
диференціальної крайової задачі [149] на випадок нелінійної крайової задачі
(2.1), (2.2) з прямокутною матрицею при похідній [40, 57].

Припустимо, що для породжуючої крайової задачі (2.3) виконуються 
вимоги теореми у статті [57, с. 15]. За цих умов у випадку вироджен­
ня порядку р для довільної фіксованої неперервної вектор-функції ^р(£) 
диференціально-алгебраїчна система (2.3) має розв’язок вигляду

Породжуюча крайова задача (2.3) розв’язна тоді і тільки тоді, коли

У0(^Срр-і) =  Х р( )̂Срр- 1 +  К  / (5) , ^р(5) С0, Срр_1 Є МРр-1.

(3.10)



Тут К [ / (в), р̂(в)](£) — узагальнений оператор Гріна задачі Коші для ди­
ференціально-алгебраїчної системи (2.3), Рд* — матриця-ортопроектор:

^  М ^ *), Q :=  ІХр(-) Є Щихрр-1.

У випадку (3.10) породжуюча крайова задача (2.3) має г-параметрнчну 
сім’ю розв’язків
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Уо(г,Сг) =  Х г (г)0г +  С[/(в); а](г), Х г (г) :=  Хр(Ь)Рдг, Сг Є 

зображується за допомогою узагальненого оператора Гріпа [57]

С [/ (в); а](г) :=  Х р(г) ^  | а  -  Ш [/ (в), I  +  К [/ (в) , Рр(в)](г);

матриця Рдг Є Кихг, утворена з г лінійно-незалежних стовпців матриці- 
ортопроектора Рд. У критичному випадку Рд* =  0 для фіксованої функції 
р̂(г) Є Ь 2[а; Ь] розв’язок крайової задачі (2.1), (2.2) шукаємо у виглядіу(г) =  

у0(г,сг) +  х(Ь). Для знаходження відхилення

х(г) Є Ю2[а; Ь], х'(ї) Є Ь2[а; Ь]

від породжуючого розв’язку у0(г,сг) отримуємо крайову задачу

А (г)х;(г) =  в  (г)х(г) +  Ф(г) /  ^  (у ( в ) , у  (в), в) йв, Іу(^) =  0. (з.н )
*/ а

Відхилення х(г, и, V) =  Х р(г)и +  ty(t)v від породжуючого розв’язку уо(г, сг) 
визначають невідомі сталі

V :=  [  Г(у(в) ,у ' (в) ,в)  йв Є К9, и Є

та матриця

ф(г) :=  К ф(в) И  Є ю'Пх,Iа ; Ь].

Шуканий розв’язок у(г) виродженої інтегро-диференціальної системи (3.11) 
задовольняє крайову умову (3.11) у випадку

Q v  +  Я и  =  0, Я :=  І Ф(-) Є КиХ9. (3.12)
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Позначимо Рдш Є матрицю, утворену з ш лінійно-незалежних стовпців 
ортопроектора Рд : Ж9 ^  М(Я). Умову (3.12) задовольняють вектори

и(сг) =  PQr Сг, V(с\) =  Рдш сш, Сг Є Кг, сш Є ^ .

Для знаходження вектора

(  Сг \
c :=

-т
1 є  R 2r+W,cr 

\ с ш )

необхідного для визначення невідомих u(cr) та v(cш) отримуємо рівняння 
(2.8); тут

ф(С) := u ( co ) -

-  F(yo(t ,cr ) +  x ( t ,u(co) ,v( ci ) ) ,ÿQ(t,cr) +  xX(t,u(co),v(ci)),t) dt
J a

— нелінійна вектор-функція: ф(С) : R 2r+W ^  Rn. Якщо для отриманого 
рівняння (2.8) справджуються умови теореми [55], знаходимо невідомі u(co) 
та v(ci).  Таким чином, доведена наступна теорема [68].

Т еорем а 3.2.1. Припустимо, що для породжуючої крайової задачі (2.3)

з прямокутною, або ж  квадратною, але виродженою матрицею A(t) ста­
лого рангу, виконуються вимоги теореми у статті [57, с. 15]. За цих 
умов у випадку виродження, порядку p у критичному випадку (Pq* =  
0) для довільної фіксованої неперервної вектор-функції vp(t) породжую­

ча диференціально-алгебраїчна крайова задача (2.3) розв’язна тоді й тіль­

ки тоді, коли виконується умова (3.10); при, цьому r -параметрична сім ’я 
розв’язків породжуючої задачі (2.3) мас вигляд

yo(t,cr) =  X r (t)cr +  G [ f  (s); a](t), cr Є R r.

Шуканий розв ’язок

y(t) =  yo(t,cr) +  x(t),  x(t) =  Xp(t)v +  V(t)u, u(cr) =  Pqt cr, v(c^) =  Pru cш

нелінійної крайової задачі (2.1), (2.2), не розв’язаної відносно похідної, ви­

значає вектор С, який задовольняє нелінійне рівняння (2.8). Припустимо, 
що для рівняння (2.8)  виконуються наступні умови
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1. Нелінійна вектор-функція ф(С), двічі неперервно диференційовна по с 
в області 0  С К2г+^, в околі точки с0 має корінь с.

2. В околі нульового наближення Со Є 0  С мають місце нерівності

Тоді за умови (1.11) для знаходження вектора С застосовна ітераційна 
схема (1.12)  при цьому швидкість збіжності послідовності наближень до 
розв’язку рівняння (2.8)  квадратична.

Тут PJ* : ^  N (7 )  — ортопроектор матриці 7 ,  7+ — псев-
дообернена (за Муром -  Пенроузом) матриця [36]. Зазначимо, що умова

7

випадку п <  2 г +  ш. У випадку п =  2 г +  ш для знаходження вектора 
С застосовна теорема [88, с. 680]. Запропонована схема дослідження нелі­
нійної інтегро-диференціальної крайової задачі (2.1), (2.2), не розв’язаної 
відносно похідної, узагальнює відповідні результати, отримані для ліній­
ної інтегро-диференціальної крайової задачі, розв’язаної відносно похідної. 
Крім того, запропонована у статті схема дослідження нелінійної інтегро- 
диференціальної крайової задачі (2.1), (2.2) аналогічно [141] може бути пе­
ренесена на нелінійні інтегро-диференціальні крайові задачі, не розв’язані 
відносно похідної в абстрактних просторах.

П риклад  3.2.1. Умови доведеної теореми 3.2.1 справджуються у випадку 
періодичної крайової задачі

А ( і )у' (і ) =  В (і )у (і ) +  Ф(і ) ^ +  / (£), г(0) -  г (2п) =  0,

7+|| <  &і(к), ||̂ 2ф (^  ; С -  Ск) || <  ^2(к) • ||С -  ок

3. Існує константа

(3.13)
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де зокрема

А (ї) :=

/  сов ї 
— від ї 
сов ї

V — від ї — від ї сов ї /

, В (ї) :=

/  — від ї сов ї — від ї ^
— сов ї — від ї — сов ї
— від ї сов ї — від ї
— сов ї — від ї — сов ї\ /

/ (ї) :=

0 
1 
0 

1

ф (0  :=

0 0 0  
1 1 1  
0 0 0  
1 1 1

ґ (у ( і ) ,у '( ( ) , ( )  :=  у (і)(у '(())*  у(ї).

Оскільки

РА*(і) =  -4

11 — сов 2ї від 2ї сов 2ї — 1 — від 2ї
від2ї 1 +  сов2ї — від2ї —1 — сов2ї 

сов 2£ — 1 — від 2ї 1 — сов 2ї від 2ї

V — від2ї — 1 — сов2ї від2ї 1 +  сов 2ї

=  0,

/

породжуюча система для нелінійного рівняння (3.13) вироджена, але матри­
ця А (ї) — сталого рангу. Для породжуючої системи для нелінійного рівнян­
ня (3.13) виконуються вимоги теореми у статті [57, с. 15], причому має місце 
виродження першого порядку: р = 1 .  Породжуюча система для нелінійного 
рівняння (3.13) має розв’язок [68]

у (ї,сз) =  Х і(ї)  Сз +  К /  (^) (ї), Сз Є К3,

незалежний від вектор-функції VI (ї); тут

/ 1 0  і > 1—вос

Х і ( ї )  = 0 0 1 , К /  (^) (ї) = 0
\ е— — 1 е— 1 — е— — і ) -

V 1 — Є— )

— узагальнений оператор Гріна задачі Коші для породжуючої диферен­
ціально-алгебраїчної системи у разі нелінійного рівняння (3.13). Для поро­
джуючої періодичної крайової задачі для рівняння (3.13) має місце крити-



87

чнии випадок

PQ* =

/ 0 0 0 \  /  1 —1 0 \ І \ 1 І
=  °,  Pq =  2 - 1  1 0 

V 0 0 0 У
0 1 0 

V 0 0 0 )

причому виконується умова (3.10); при цьому породжуюча крайова задача 
має розв’язок, не залежний від довільної неперервної вектор-функції v1 (t)

yo(t,Cr) =  X r (t)cr +  G [ f  (s);0](t), cr Є R 1,

який зображується за допомогою узагальненого оператора Гріпа

/  2 cos t — 1 \
G [f (s); а Щ  =

V

cos t — 
0 
1 ;

та матриці
1

X r (t) : = 0
—1

Оскільки

/
Q =

0
0

0
0

—2п 
0

V 1 — e
— 2п

R =  (е—2п — 1)
1 — e—2п е—2п — 1 +  2п )

0 0 0  
0 0 0  
1 1 1

отримуємо матриці

1
Pqt 1

0

/ 2  — 1 ^
—1 2 
—1 —1

Періодичний розв’язок крайової задачі (3.13)

у (£) =  Уо(£,Сг) +  ж(£), х(Ь) =  X ( ф  +  Ф(£)м, м(сг) =  Рдг Сг, V(сш) =  Рдш сш,

не розв’язаної відносно похідної, визначає вектор с, який задовольняє нелі­
нійне рівняння (2.8); тут

/  2 Сз -  С4 \
ф(С) = —С3 +  2 С4

2 -і

, с є  R 4.
\ —Сз — С4 +  П (—4 — 3 Сі + 6  С2 — 3 С2 +  12 Сі С2 +  6 c2) J
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Для знаходження константи С застосовна ітераційна схема (1.12), дійсно: за 
умови

3 /  \*
со :=  - ^ 0  1 0 0 ]

на першому кроці отримуємо Рт* =  0, при цьому

Сі

(  -0 .006  666 666 666 666 672 >\ 
-0 .606 666 666 666 667 

3, 26 987 671 688 309 х 10-19
 ̂ -2 ,1 7  991 781 125 540 х 10-18 )

|ф(сі)1 0,304 944,

що дозволяє на першому кроці перевірити виконання умови збіжності: в • 
||С1 -  С0|| ~  0, 502 655 <  1. На другому кроці отримуємо Р/* =  0, при цьому

/  _ 0  001 981 981 981 981 969 \

С2

-0 ,0 0 1  981 981 981 981 969 
-0 ,6 0 1  981 981 981 982 

- 4 ,  430 319 631 741 398 х 10-18 
 ̂ - 6 ,  298 327 536 169 676 х 10-18 )

|Ф(с2) || 0,001 654 710,

що дозволяє на другому кроці перевірити виконання умови збіжності: в • 
||С2 -  С0|| ~  0,149 438 <  1. На третьому кроці отримуємо Р/* =  0, при цьому

сз

/ - 0 ,  001 956 282 688 427 426 \

|Ф(сС)| ОО 4, 97 970 х 10 8- 0 ,  601 956 282 688 427 400 
8,620 362 108 791 506 х 10-20 

\ 8,997 110 504 805 289 х 10-20 у

що дозволяє па третьому кроці перевірити виконання умови збіжності: в • 
||С2 -  С0|| ~  0,1475 <  1. І, нарешті, на третьому кроці отримуємо Р /  =  0, 
при цьому

сз

(  - 0, 001 956 281 914 983 282 
- 0 ,  601 956 281 914 983

\

V

-1 ,9 7 0  636 906 103 693 х 10-25 
8, 908 358 608 718 355 х 10-20

|Ф(сС)| 2, 79 029 10 15

/

О О

О О
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Таким чином, знаходимо наближення до періодичного розв’язку нелінійної 
інтегро-диференціальної крайової задачі (3.13)

У(і) 0
46 845 617 І

\ 42 435 985 /

Для оцінки точності знайденого наближення до періодичного розв’язку 
інтегро-диференціальної системи (3.13) визначимо нев’язку

п 2п
А Ш (І) =  В (і )у (і ) +  Ф(і ) ^  +  /  (і )

С[0;2п] оо

1, 77 636 х 10 15

Крім того, відзначимо періодичність отриманого наближення. У частинному 
випадку рівняння (2.8) може бути лінійним:

ф(с) :=  В с +  d, В :=  ф (с) Є ^ пх(г+ ^ і ) ,  d :=  ф(с) -  В с Є

умова розв’язності якого рівнозначна вимозі

Рв* d =  0. (3.14)

Тут Рв* : ^  М(В*) — ортопроектор матриці В*. За умови (3.14)
розв’язок лінійного рівняння (3.14) має вигляд

с =  р вм см — В+^  см Є Мм;

Рв : К (г+^°+^і) ^  ^ (В )

— ортопроектор матриці В; матриця Рв Є Кпхм, утворена з д  лінійно- 
незалежних стовпців матриці-ортопроектора Рв . Позначимо матриці

Р 1 :=  (  Іг О О )  Є Кгх(г+^+^і), Р 2 :=  (  О і шо О )  є  м“ ох(г+ш0+ші),

Рз :=  (  О О ІШі )  Є

Таким чином, доведено наступне твердження [68].

0
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Н асл ідок  3.2.1. Припустимо, що для породжуючої крайової задачі (2.3) з 
прямокутною, або ж  квадратною, але виродженою матрицею A (t) стало­

го рангу, виконуються вимоги теореми у статті [57, с. 15]. За цих умов у 
випадку виродження, порядку p у критичному випадку 
(Pq* =  0) для довільної фіксованої неперервної вектор-функції vp(t) по­

роджуюча диференціально-алгебраїчна крайова задача (2.3) розв’язна тоді 
й тільки тоді, коли виконується умова (3.10); при, цьому r -параметрична 
сім ’я розв’язків породжуючої задачі (2.3) мас вигляд

yo(t,cr) =  X r(t)cr +  G [f (s); a](t), cr Є R r.

Шуканий розв ’язок

y(t) =  yo(t,cr) +  x(t), x(t) =  X (t)v  +  Ф(£)м, u(co) =  Po co, v (c i) =  P i ci

нелінійної крайової задачі (2.1), (2.2), не розв’язаної відносно похідної, ви­

значає вектор с, який задовольняє рівняння (2.8). Якщо рівняння (2.8) лі­

нійне:

ф(с) :=  B с +  d, B :=  ф (с) Є R nx(r+^o+^i), d :=  ^  — #  с Є Rn,

за умови (3.14) розв’язок нелінійної інтегро-диференціальної крайової за­

дачі (2.1), (2.2), не розв’язаної відносно похідної, має вигляд

y (t,cM) =  V (t) cM +  W (t), V (t) :=  U(t)pBM, cM Є RM;

тут

U(t) :=  X r(t)Pi +  X p(t)P2 +  ^ (t )P i, W (t) :=  G [f (s); a](t) -  U(t) B+d.

П риклад  3.2.2. Умови доведеного наслідку 3.2.1 справджуються у ви­
падку періодичної крайової задачі

ç 2п
A (t )y  (t) =  B (t)y (t) +  $ (t) /  F  (y ( s ) ,y  (s),s)ds +  f  (t), (3.15)

o
z (0) — z(2n) =  0, 

де матриці A (t ),B (t), Ф(t) наведено y прикладі 3.2.1, крім того

/ 0  0 l \

F (y (t ) ,y (t ) ,t )  :=  О Д  1 — y (t) (y ( t ) )* y ( t )  fi(t) := 0 0 0 
2t 0 0
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Як встановлено у прикладі 3.2.1, породжуюча система для неліній­
ного рівняння (3.13) вироджена, але матриця А(£) — сталого рангу. Для 
породжуючої системи для нелінійного рівняння (3.13) виконуються вимоги 
теореми у статті [57, с. 15], причому має місце виродження першого по­
рядку: р = 1 .  Крім того, у прикладі 3.2.1 знайдено породжуючий розв’язок 
у(£, с3) =  Х 1( )̂ с3. незалежний від вектор-функції ^ (£). У випадку породжу­
ючої періодичної крайової задачі для рівняння (3.13) має місце критичний 
випадок, причому виконується умова (3.10); при цьому породжуюча крайова 
задача має розв’язок, не залежний від довільної неперервної вектор-функції

У0(£,сг) =  Х г(£)сг +  С [/($ );0 ](£ ), сг Є К 1.

Шуканий періодичний розв’язок крайової задачі (3.15)

у(£) =  У0(£,сг) +  ж(£), ж(£) =  X ( ф  +  Ф(£)м, и(с0) =  Р0 С0, ^ 1) =  Р1 С1

іптегро-диференціальної крайової задачі (2.1), (2.2), не розв’язаної відносно 
похідної, визначає вектор С , який задовольняє нелінійне рівняння (2.8); тут

ф(с) =
/  2 сз -  С4  ̂

—С3 +  2 С4 :=  В с , В :=

V _с3 — с4 /

/  0 0 2 —1  ̂
0 0 —1 2  
0 0 —1 —1

, с Є К4,

причому умову розв’язності (3.14) виконано. Таким чином, знаходимо одно- 
параметричний періодичний розв’язок іптегро-диференціальної крайової за­
дачі (3.15)

(  сі — 1 +  2 сов і \

у ( і ,с 0  =

V

0
1 — сі

, с і Є К 1

/
Зазначимо, що у випадку нерозв’язності інтегро-диференціальної кра­

йової задачі (2.1), (2.2) її можна регуляризовати аналогічно [53]. Зазначи­
мо також, що запропонована схема дослідження нелінійної інтегро-дифе­
ренціальної крайової задачі (2.1), (2.2) може бути перенесена на інтегро- 
диференціальні крайові задачі з запізненням [6, 36, 60, 73].
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3.3. Положення рівноваги нелінійних інтегро-дифе­
ренціальних крайових задач, не розв’язаних від­
носно похідної

Досліджуємо задачу про побудову Т  -  періодичного розв’язку [68, 36,
113]

£(£) Є Р 2[а; 6], £(£) Є Ь 2[а; 6] 

нелінійної інтегро-диференціальної крайової задачі

А ( £ ) / (£) =  В (£ )г(£) +  Ф(£) [  ^ (^ ( з ) , / ( з ) ,  з) ^  +  /(£ ), (3.16)
*/ а

(•) =  а  +  </£ (•),

не розв’язаної відносно похідної. Розв’язок періодичної задачі для рівняння
Т

£о(£) Є Р 2 [а; 6], ^0(0 Є Ь2[а; 6] 

породжуючої крайової задачі

о̂( )̂ =  А (ф о(£ ) +  /(£ ), І20(-) =  а.

Тут
А (г ) ,В (() Є ь т х„[а; 6] :=  Ь2[а; 6] ® Г ’*х»,

ф(г) Є ^ х , [а; ^  / (*) Є ь 2[а; 6].

Матрицю А(£) припускаємо прямокутною, або ж квадратною, але виродже­
ною. Крім того (•) : Р 2[а; 6] ^  — лінійний обмежений векторний фун­
кціонал, визначений на просторі Р 2[а; 6] п-вимірних абсолютно неперервних 
на відрізку [а, 6] фупкцій; </£(•) — нелінійний обмежений векторний функціо­
нал, визначений на цьому ж просторі. Нелінійну функцію ^ (г , г7, £) та нелі­
нійний функціонал </г(-) вважаємо двічі неперервно-диференційовними по 
^ а  г7 у деякій області ^  С Крім того, функція ^ (г , £ , £) неперервна по 
£ на відрізку [а; 6]. Поставлена задача з одного боку продовжує дослідження 
нелінійних інтегрально-диференціальних крайових задач [31, 36, 68, 113], з
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іншого боку, поставлена задача продовжує дослідження положень рівноваги 
нелінійних диференціальних та диференціально-алгебраїчних крайових за­
дач [146]. Називатимемо положенням рівноваги нелінійної інтегро-диферен­
ціальної системи (3.16) функцію £(£) Є Ю2[а; Ь], х'(і) Є Ь2[а; Ь] яка задоволь­
няє двом умовам [146]:

A(t)z'(t)  =  0, B ( t ) z (t) +  f  (£) +  Ф(£) f  F ( z ( s ) , z ' ( s ) , s )  ds =  0. (3.17)

положення рівноваги z(t) =  z — const нелінійної інтегро-диференціальної 
системи (3.16) будемо називати стаціонарними. Стаціонарні положення рів­
новаги нелінійної інтегро-диференціальної системи (3.16) визначає рівняння

Функція ф(г) : ^  К т , т  =  п двічі неперервно-диференційовна по г в 
області О. Для побудови ітераційної схеми, збіжної до розв’язку рівняння 
(3.18) використаємо метод Ньютона -  Канторовича [55, 131].

Л ем а 3.3.1. Припустимо, що для рівняння (3.18) виконані наступні умо­

ви

1. Нелінійна вектор-функція ф(г) : ^  К т , двічі неперервно-диферен- 
ціиовна в околі точки г0, має корінь г * Є Кп.

2. У заданому околі нульового наближення г0 мають місце нерівності

a

У найпростішому випадку, за умови

B (t) =  B, f  (t) =  f ,  ФВД =  Ф -  const, F (z , z1, t) =  F (z , z1)

^>(z) :=  B z +  f  +  (b — a) Ф F (z , zr) =  0. (3.18)

J+ <  ^i(k), d V ( ^  ; z* — zk) <  ^ (k )  • ||z* — zk||. (3.19)

3. Існує константа
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Тоді за умов (1.8) та (1.13) для знаходження розв’язку z* рівняння (3.18) 
може бутлі використана ітераційна схема

Zfc+l =  Zk -  J+ ), (3.20)

при, цьому швидкість збіжності послідовності { z k}  до розв’язку z * рівня­
ння (3.18) квадратична. Вектор-функція z* за умови

B(t) =  B, f  (t) =  f ,  Ф(t) =  Ф — const, F (z, z', t) =  F (z, z')

є положенням рівноваги нелінійної інтегро-диференціальної системи (3.16). 
Тут Pj* : R m ^  N(J*) — ортопроектор матриці J* Є R nxm.

Зауважимо, що умова (1.11) рівнозначна до вимоги повноти матриці 
Jk і можлива лише у випадку m <  n.

П риклад  3.3.1. Вимоги леми 3.3.1 задовольняє нелінійна інтегрально- 
диференціальна система

A(t) z^t) =  B (t)z (£) +  Ф(£) /  F  (z (s ) ,z /(s ),s ) ds,
Jo

(3.21)

de

w 4 . cos t sin t cos t \ , 4 /  0 1 0 \ / 1 0 0
A (t) . t t . t b  B (t) :=  . 0 0 . * (t )  :=  n , 0 s in t cos t s in t \ 1 0 0 / V 0 1 0

cos u

F (z (t ),z /(t )) :=  -

(t)
cos v(t) , z(t) :=

/  u(t)  ̂

v(t)
\ cos w(t) /  \ w(t) /

Вектор-функція if(z) : R 3 ^  R 2 визначена в довільній відкритій обла­
сті D С R 3 і двічі неперервно-диферепційов на по z в око лі Q С D. Покла­
демо zo :=   ̂ 0, 7 0, 7 0, 7  ̂ , при цьому

rank H z o)] =  2, || (̂zo)||TO «  0, 0648 422,

крім того

zl
/  0,720 285  ̂

0,751 774 
V 0,731 488 )

іфМ І 0, 00 100 997.

l

оо
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Далі rank [^ (zi)] =  2, крім того

И ^ і) ]
+ :=  сті(1) -  1, 29 305, d V (z i) :=  ^ (1 )  -  0, 751 617.

при цьому виконано умову (1.13)

$1 • 11 z1 — z01 0, 0251 591 <  1, $і := аі(1)^2(1)
2

0,485 941,

тому знаходимо

/  0,720 471 ^
Z2 «  0, 751 495 

V 0,730 669 )

Далі rank [^ (z2)] =  2, крім того

1 ф(z21)1 10-16

l^/(z2)]+ :=  аі(2) -  1, 29 305,
00

d V (z2) :=  ^ (2 )  -  0, 751 617.
ОО

при цьому виконано умову

$2 * ||Z2 -  Zo|

тому знаходимо

0, 0251 591 <  1, $і := аі(1)^2(1)
2

0,485 941,

Z3

0, 720 471 
0,751 495 
0, 730 669

rank H z 3)] =  2,

при цьому
1,11 022 х 10 і6

Припустимо, далі що для рівняння (1.8) не виконані умови доведеної 
леми, а саме: припустимо, що для рівняння (1.8) не виконано умову (1.11): 
Pj* =  0, або не виконано умову

B (t) =  B, f  (t) =  f ,  Ф(^) =  Ф -  const, F (z , z', t) =  F (z , z').

Позначимо ^ (t) Є L 2[a,b] — (p x p) -  вимірну невироджену матрицю. У 
випадку

PAp(t)Ф(t) Є L 2[a,b]

ОО ОО

ОО

ОО

ОО

ОО
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першу із умов (3.17) задовольняє вектор

г (£) =  Рар(і)ж(£), ж(£) Є С 1[а,Ь], ж(£) =  Ф(£)у, у Є Кр.

За умови

ВрС0 :=  в (і )р ар(і) ^ (і ) =  в р,

а також
/(£ ) =  / ,  Ф(£) =  Ф, ^ (г , г ' , £) =  ^ (г , г') — еопві

положення рівноваги г(£) :=  Раді)Ф(£)у будемо називати нестаціонарним 
положенням рівноваги нелінійної інтегрально-диференціальної системи (2.1). 
Нестаціонарні положення рівноваги нелінійної інтегрально-диференціальної 
системи (2.1) визначає рівняння

фДу) :=  ВрУ +  (ь — а)Ф ^ ^ а д і ) ^ ^  (Рар{і) ^ (і ) )'у ) =  0. (3.22)

Функція Фр(у) : Мр ^  Мт , р =  т  двічі неперервно-диференційовна по 
у.
використаємо метод Ньютона -  Канторовича [55, 131].

Л ем а 3.3.2. Припустимо, що для рівняння (3.22) виконані наступні умо­

ви

1. Нелінійна вектор-функція фр(у) : Мр ^  Мт , двічі неперервно-дифе- 
ренциовна в околі точки у0 має корінь у* Є Кр.

2. У заданому околі нульового наближення уо мають місце нерівності

Л+ <  ^ і(к )  ^2фр(6  ; у — ук) <  ^2(к) ^ |у — ук||. (3.23)

3. Існує константа

Тоді за умов

Р л  =  0, Л  :=  фР(?Л) Є Ктхр (3.24)
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та

О •ІУ -  Уо| <  1 (3.25)

для знаходження розв’язку y * рівняння (3.22) може бутлі використана 
ітераційна схема

Ук+1 =  Ук — J +  ФрІУк) , (3-26)

при цьому швидкість збіжності послідовності { у к}  до розв’язку у* рівня­

ння (3.22) квадратична. За умови Bp(t) :=  B (t)P_Ap(t}^ (t) =  B p, а також

f  (t) =  f ,  Ф(t) =  Ф, F(z,  z' , t) =  F(z,  z!) — const

вектор у* визначає положення piвноваги z(t) =  P^p(t}^(t)y* нелінійної 
інтегрально-диференціальної системи (2.1). Тут Pj * : R m ^  N (J*) _  
ортопроектор матриці J *  Є R mxp.

Відзначимо, що умова (3.24) рівнозначна до вимоги повноти матриці 
Jk і можлива лише у випадку m  <  р.

П риклад  3.3.2. Вимоги леми 3.3.2 задовольняє нелінійна інтегро-дифе- 
ренціальна система

f 1 (  1 0 0
A(t) z (t) =  B (t)z(t) + f (о  +  ф со Уо F (z (s ) ,z  ( s ) , s ) ds, Ф :=  ( 0 1 0

(3.27)
де

w 4 * 1 0 ^ ^ ,  , / s i n  t cos t sin t \ / 3
A (t) :=  n 0 n - B (t) H  t • t t Ь  f  (t) :=  — ( 30 0 0 / \ cos t — sin t cos t / \ 3

F(z(t ) ,  z '(t)) :=  V (t) z(t) z*(t) z(t), V (t) :=
sin t cos t sin t 
cos t — sin t cos t 
sin t cos t sin t

Для рівняння (3.27) не виконується умова

B (t) =  B — const, Z(z ,z ' , t )  =  Z(z , z ! ).



98

Для матриці

<ВД :=
cos t — sin t
sin t cos t

вектор-функція

u (1 +  u2 +  v2) — 3 
v (1 +  u2 +  v2) — 3

визначена в довільній відкритій області D  С R 2 і двічі неперервно-диферен- 
ційовна по

У :=
u

v

в околі Q С D.  Покладемо уо :=  І 0, 98 1,01 І , при цьому

rank [фР(уо)] =  2, ||фр(гі)||то «  0, 000 898 028, уі 

Далі rank [фр(у1)̂  =  2, крім того

1, 00 018
0 , 999 989

[фР(у і)
+ :=  Ті(1) «  0,333 313,

00

Л2фр(уі) :=  т2(1) «  12,0014.
00

при цьому викопано умову (3.25): ві • ||уі — у0

аі(1)^2(1)
ві :=

2

«  0,0403702 <  1, де 

2 , 00 012.

Оскільки умова (3.25) для першого кроку ітераційної схеми (3.26) виконана, 
знаходимо

' 1,000 000 020 361 2347
0.999 999 997 895 1472

Далі rank [фР(у2)] =  2, крім того

у2

[фР(у2}]+ :=  «Ті (2) «  0,333 333,

при цьому виконана умова (3.25)

:=  Т2(2) «  12,0000.
00

в2 • ||Z2 — Zo| І 00 0,04 <  1, в2 :=  Ті(2) Т2(2) «  2,00 000.
2

*
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Для другого кроку ітераційної схеми (3.26) нев’язка отриманого наближення

||фрЫ|и ~  9, 75 965 х 10­-8 д0Статнь0 велика, тому знаходимо

Уз
1,0000 000 000 000 002
0,999 999 999 999 9999

Далі rank [фР(у3)] =  2, крім того

[ф РЫ
+ :=  сті(3) «  0,333 333,

00

:=  ^ (3 )  «  12,0000.
00

при цьому виконана умова (3.25)

Оз • ||̂ з -  zo| 0,04 <  1, О3 :=  аі(3) ^ (2) «  2,00 000. 
2

Для третього кроку ітераційної схеми (3.26) неігмзка отриманого наближе-
ння

|Фр(Уз )3)|| 1,11 022 х 10-15

у3
чає наближення до положення рівноваги нелінійної інтегрально-диферен­
ціальної системи (3.27). При цьому нелінійна інтегрально-диференціальна 
система (3.27) має точне положення рівноваги

/  0 \0
sin t — cos t 

\ — sin t — cos t J

яке визначає вектор

при цьому

У =

|ІШ -  у||то ~  0,000 183 891, ||у2 -  УІ|го ~  2,03 612 х 10 8, 

||уз -  УІ|» «  2,22 045 х 10-16,

Досліджуємо далі задачу про побудову розв’язків

£(£) Є Ю2[а; Ь], / (£ )  Є Ь 2[а; Ь]

Э О
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нелінійної інтегро-диференціальної крайової задачі (3.16), не розв’язаної 
відносно похідної. Будемо називати положенням рівноваги нелінійної інтегро- 
дпференціальної крайової задачі (3.16), не розв’язаної відносно похідної 
вектор-функцію z(t) Є D2[a; b], z;(t) Є L 2[a; b] яка задовольняє трьом умо­
вам:

A (t)z ; =  0, B (t)z(t) +  f  (t) +  Ф(£) f  F (z (s ), z; (s), s) ds =  0, (3.28)
J a

lz  (•) =  a  +  Jz (•).

У найпростішому випадку, за умови

B (t) =  B, f  (t) =  f , ФВД =  Ф, F (z, z', t) =  F (z, z') -  const

положення рівноваги z (t) =  z — const нелінійної інтегро-диференціальної 
крайової задачі (3.16) будемо називати стаціонарними. Позначимо вектор- 
функцію

* (* ) :=  (  B 2 +  f  +  (Ь — a) Ф F (z , z' > ^ : R  ^  R ^ .
V l z (•) — a  — Jz(-) )

Задача про побудову положення рівноваги

z(t) Є D2[a; b], z7(t) Є L 2[a; b]

нелінійної інтегро-диференціальної крайової задачі (3.16), не розв’язаної 
відносно похідної приводить до задачі про знаходження констант z(t) =  z*, 
які є коренями рівняння

p (z ) =  0. (3.29)

Для знаходження розв’язку рівняння (3.29) може бути використаний уза­
гальнений метод Ньютона [131].

Т еорем а 3.3.1. Припустимо, що для рівняння (3.29) виконані наступні 
умови

1. Нелінійна вектор-функція ф (г) : Кп ^  Кт +Р, двічі неперервно-дифе- 
ренційовна в околі точки г0, має корінь z* Є Кп.



101

2. У заданому околі нульового наближення z0 мають місце нерівності

J+ <  ai(fc),

3. Існує константа

dV(£fc ; z* -  zk) <  ^ (k )  • ||z* -  Zk||. (3.30)

e  := s u H

Тоді за умов

Pj  =  о, Jk :=  Ф (zk) Є K (m+p>x" (3.31)

та (1.13) для знаходження розв’язку z* рівняння (3.29) може бутлі вико­

ристана ітераційна схема

zk+i =  zk -  J+ ^(zk), (3.32)

при, цьому швидкість збіжності послідовності {z k} до розв’язку z* рівня­

ння (3.29) квадратична. Вектор-функція z* за умови

B (t) =  B, f  (t) =  f ,  Ф(£) =  Ф -  const, F  (z, z ,  t) =  F  (z, z  )

є положенням рівноваги нелінійної інтегро-диференціальної крайової зада­

чі (2.1), не розв ’язаної відносно похідної . Тут

Pj  : R m ^  N(Jk)

— ортопроектор матриці J* Є R nx(m+p>.

У частковому випадку n =  m +  p для розв’язання рівняння (3.29) 
може бути використаний традиційний метод Ньютона-Канторовича [88, 
с. 680, 682]. Позначимо вектор-функцію ^(z) : R n ^  R n, визначену у відкри­
тій області D. Досліджуємо задачу про знахождення розв’язку z Є D С R n 
нелінійного рівняння

p (z  ) =  0. (3.33)

f ( z )  z
D. Для побудови послідовності {z k}, збіжної до розв’язку 5 Є R n скориста­
ємось методом Ньютона [88]. Нехай знайдено наближення zk (є), достатньо
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близьке до точного розв’язку 5 рівняння (3.33). Для знаходження наступно­
го наближення до точного розв’язку покладемо

^+1 =  гк -  [ф (гк)] 1 ф(хк). (3.34)

Припустимо, що в околі О С О С Жп точного розв’язку 5 Є О мають місце 
нерівності

[Ф>(г0)]
1

<  71; Ф(го) <  72, <  ^3(к), к Є N.

Умови збіжності ітераційної схеми (3.34) визначає наступне твердження [88, 
с. 680, 6821.

Н асл ідок  3.3.1. Припустимо, що вектор-функція ф(г) : Жп ^  Жп ви­

значена у відкритій області О  С Жп і двічі неперервно-диференційовна по 
г в околі О С О С Жп. Припустимо також, що det [ф (г0)} =  0 та існує 
константа

в =  вир < 271 • 72 • 7з ( к) }  <  1.
kєN І І

Тоді рівняння (3.33) має єдиний розв’язок г * Є О, до якого збігається іте- 
раційна схема (3.34)- Припустимо, що вектор-функція ф(г), двічі непе­
рервно-диференційовна, в околі точки г0, має корінь г * Є Жп. Припустимо, 
також що в малому околі точки г0 мають місце нерівності

[ф (го)}
1

<  71; Ф(г0) <  72, Ф '(гк) <  7з(к), к Є N.

та існує константа

в =  вир < 2 71 • 72 • 7з(к Н  <  1.
kєN [ J

г0
якого збігається ітераційна схема

гк+1 =  гк -  Зк 1 ф(гк). (3.35)
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П риклад  3.3.3. Вимоги наслідку 3.3.1 задовольняє нелінійна інтеграль­

но-диференціальна крайова задача

A(t) z;(t) =  B (t )z ( t )+ f  (£)+Ф(£) /  F (z (s ) ,z /(s ),s ) ds, l z (•) =  Jz(^), (3.36)
0

<?e
1 0 1 1 0 0

A(t) :=  , B (t) :=
0 1 0 0 1 0

Ф :=
0 1 0  
1 0 0 , z(t) :=

/  u(t)  ̂
v(t)

V w(t) У

, F (z ,z /) :=
sin v(t) +  cos w(t) 
sin w(t) +  cos u(t)

l z (•) :=  w(0), J z (•) :=  — sinu(0) — cosv(1).

Вектор-функція

/  v +  sin w +  cos u \

ф м  = : R 3 ->• R 3u +  sin v +  cos w 
\ w +  sin u +  cos v J

визначає стаціонарні положення рівноваги z (t) =  z — const нелінійної 
інтегро-диференціальної крайової задачі (3.36). Вектор-функція ^>(z) ви­
значена в довільній відкритій області D С R 3 і двічі неперервно-диферен- 
ційовна по у в око лі Q С D. Покладемо

z0 :=  — 0, 456 0, 456 0, 456

при цьому det [ф (zo)] ~  —0,623 017 =  0, крім того

H zo)]
і <  7і -  2,68 734,

00

фМ <  y2 -  0,00146 076.
00

Перший диференціал Фреше даної вектор-функції

/  dv — sin u du +  cos wdw \
dф(z, dz) :=  ф ^ ) dz = du +  cos v dv — sin w dw 

\ cosu du — sin v dv +  dw /

і
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визначає матриця Якобі

J (z ) =
/  — sin u 1 cos w

1 cos v — sin w 
\ cos u — sin v 1 J

Диференціал Фреше другого порядку даної вектор-функції

/  sin w dw2 +  cos u du2 \
d2 ̂ >(z, dz) =  — sin v dv2 + cos w dw2

\ sin u du2 +  cos v dv2 /

має норму ||̂ 2ф(г, г̂)||то <  73 :=  2, тому 0 — 0,0157 023 <  1. Отже, неліній­
на інтегро-диференціальна крайова задача (3.36) у малому околі точки £0 
має єдине стаціонарне положення рівноваги, до якого збігається ітераційна 
схема (3.35), при цьому

/  —0, 456 624 742 720 777 \ /  —0,456 624 704 569 \
—0, 456 624 742 720 777 , £2 -  —0,456 624 704 569 ,
—0, 456 624 742 720 777 —0, 456 624 704 569

zi

/ -0 ,4 5 6  624 704 567 6308 \ 
гз «  -0 ,4 5 6  624 704 567 6308 .

- 0 ,  456 624 704 567 6308 

Для оцінки точності знайдених наближень до розв’язку нелінійної інтегро- 
диференціальної крайової задачі (3.36) визначимо нев’язки

Ak := ^(zk) , k =  1, 2, 3.
ОО

Зокрема

A 1 «  8, 921 990 х 10—8, A 2 «  3,33 067 х 10-16 A. 1, 11 022 10-16
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3.4. Нелінійні інтегро-диференціальні крайові задачі з 
відхиленням аргументу, не розв’язані відносно по-

Дослідження диференціально-алгебраїчних рівнянь започатковане у 
роботах К. Вейєрштрасса, М.М. Лузіна та Ф.Р. Гантмахера. Роботи 
S. Campbell, Ю.Є. Бояринцева, В.Ф. Чистякова, A.M. Самойленка, 
М.О. Перестюка, В.П.Яковця, O.A. Бойчука, A. Ilchmann та T. Reis при­
свячені систематичному дослідженню диференціально-алгебраїчних крайо­
вих задач. У той же час дослідження диференціально-алгебраїчних кра­
йових задач тісно по’язані з вивченням лінійних крайових задач для зви­
чайних диференціальних рівнянь, започаткованих у роботах А. Пуанка­
ре, О.М. Ляпунова, М.М. Крилова, М.М. Боголюбова, І.Г. Малкіна, А.Д. 
Мишкіса, Е.О. Гребенікова, Ю.О. Рябова, Ю.О. Митропольського, І.Т. Кі- 
гурадзе, А.М. Самойленка, М.О. Перестюка, та O.A. Бойчука. Досліджен­
ня диференціально-алгебраїчних крайових задач тісно по’язані з вивчен­
ням лінійних крайових задач для функціонально-диференціальних рівнянь

нелінійної інтегро-диференціальної системи з відхиленням аргументу, не 
розв’язаної відносно похідної

ХІДНОІ

[7, 8, 9, 10, 12, 19, 20, 21, 22, 36, 77, 81, 86, 90, 116, 137]. 

Досліджуємо задачу про побудову розв’язків [36]

y(t) Є C [0 ,T ], y(t) Є D2[0;T], y (t )  Є L 2[A;T]

(3.37)

+ФВД F (y (s ) ,y (h (s )) ,y /(s ),s ) ds +  f  (t),

підпорядкованих крановій умові

l y (•) =  а, а  Є . (3.38)

Розв’язок крайової задачі (3.37), (3.38) шукатимемо неперервним у точці 
г =  А  з початковою функцією [6, 36] у(г) =  ф(г) Є С 1[0, А]. Відхилення
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аргументу визначає неперервна функція

й(і) : [Д,Т] ^  [0, Д];

А ( і ) ,В ( і ) ,С ( ( )  Є С„,х„[0,Т], Ф(і) Є С т х ,[0 ,Т ], / (і) є  С[0,Т]

— неперервні матриці; матрицю А (і) припускаємо прямокутною: т  =  п, 
або ж квадратною, але виродженою. Крім того, припускаємо, що ранг 
матриці А (і) при похідній не змінюється на відрізку [Д ,Т  ]. Нелінійну 
вектор-функцію ^ (у (і) , у (^ (і)), у; (і), і) припускаємо двічі неперервно-дифе- 
ренційовною за розв’язком у (і) крайової задачі (3.37), (3.38) та його похі­
дною у '(і) у малому околі розв’язку

уо(і) є  С[0,Т], у„(і) Є Ю2[0; Т], у0 (і) є  Ь 2[Д; Т], Т  :=  (д +  1)Д , ? є  N

породжуючої нетерової п =  р крайової задачі

А (і)у0(і) =  в  (і)уо(і) +  с  (і)у №(і)) +  /  ( і ) , Іуо(0 =  а  (3.39)

та його похідної у^(і), а також неперервною за третім аргументом на від­
різку [Д ;Т ]; Іу(-) : С [0 ;Т ] ^  — лінійний обмежений векторний фун­
кціонал, визначений на просторі С[0; Т ] п-вимірних неперервних на відріз­
ку [0,Т] вектор-функцій [36]. Таким чином поставлена задача узагальнює 
крайові задачі для систем лінійних інтегро-диференціальних рівнянь ти­
пу Фредгольма з виродженим ядром, а також крайові задачі для систем 
диференціально-алгебраїчних рівнянь [40, 57]. Розв’язок породжуючої си­
стеми (3.39) визначає рівняння

А (і)уо(і) =  в ( і ) уо(і) +  # ( і )  # (і) :=  с ( і ) Ф(^(і)) +  / ( і )  і є  [Д; Т ]. (3.40)

Припустимо, що для породжуючої системи (3.40) виконуються вимоги те­
ореми, доведеної у статті [57, с. 15]. За цих умов у випадку вироджен­
ня порядку р ДЛЯ ДОВІЛЬНОЇ фіксованої неперервної вектор-функції ^р(і) 
диференціально-алгебраїчна система (3.40) має розв’язок вигляду

уо(і,СрР- ! ) =  Х р(і)срр-і +  к ^(5) , ^р(5) (і), і Є [Д ;Т ], Срр_і Є КРр-1.
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Тут К [#($), ^р(^)](^) — узагальнений оператор Гріна задачі Коші для поро­
джуючої системи (3.40). Розв’язок породжуючої системи (3.40)

уо(і) :=  К д /  (5) , Ф(5) , р̂(5) (і ), і Є [Д; Т]

неперервно та однозначно продовжує початкову функцію за умови

Р х-(Д ) ф (Д) -  к (Д) = 0 ; (3.41)

ТУТ Рх - (Д) _  матриця-ортопроектор,

Кд /  (5) , Ф(5) , р̂(5) (і ) :=  Х р(і )Х + (Д )^  ф ( Д ) -

К (Д) +  К (і), і Є [Д;Т].

Як відомо, загальний вигляд

»т
1 у (0 :=  /  ^  (і ) у (і ), Ж  (і ) Є ¥ тхп [0,Т] 

,/0

лінійного функціоналу

%(•) :=  /  ^ ( і )  у (і) : С [0 ,Т ] ^  Ки 
Jo

визначає Ж  (і) — (и х п) -  вимірна матриця, елементи якої — функції обме­
женої на відрізку [0, Т ] варіації; інтеграл тут — інтеграл Рімана -  Стілтьєса
[36], отже, лінійний обмежений векторний функціонал Іу(-) зображується у
]Р» |  у  |  г ц

Іу (•) =  І'оу(^) +  ііу ( ) : С[0;Т] ^  К ;

д
1оу(0 :=  /  ^ ( і )  у(і) : С[0;Д] ^  Ки,

І іу ( • ) : = /  ^ ( і )  у(і) : С[Д; Т] ^  Ки 
д

0
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— лінійні обмежені векторні функціонали. Припустимо, що для породжую­
чої крайової задачі (3.40) з прямокутною, або ж квадратною, але виродже­
ною матрицею А(£) сталого рангу, виконуються вимоги теореми у статті [57, 
с. 15]. Породжуюча крайова задача (3.39) розв’язна тоді і лише тоді, коли

1о ф(0 +  11К Д /  (5 ),ф (5),^р(5)

при цьому породжуюча крайова задача (3.39) має єдиний розв’язок

yo(t) =  G [f (s ) ,^ (s ); a ] ( t )  t Є [A; T ],

який неперервно та однозначно продовжує початкову функцію і зображує­
ться за допомогою узагальненого оператора Гріна [57]

G [f ( s ) ,^ (s ); a](t) :=  К Д

Таким чином, доведено наступне твердження [28].

(t), t Є [A ;T].

Л ем а 3.4.1. У випадку виродження порядку р для довільної фіксованої не­
перервної вектор-функції ир(і) диференціально-алгебраїчна, система (3.39) 
розв ’язна тоді і лише тоді, коли

10 Ф(0 +  11К Д (3.42)

У випадку (3.41), (3.42) породжуюча крайова задача (3.39) мас єдиний 
розв ’язок

yo(t) =  G [f (sW ( s); a ] ( t )  t Є [A; T }, 

який неперервно ma однозначно продовжує початкову функцію.

Для фіксованої неперервної функції vp(t) розв’язок нелінійної крайо­
вої задачі (3.37), (3.38) шукаємо у вигляді y (t) =  y0(t) +  x(t). Тут Pq* — 
матриця-ортопроектор :

^  N(Q*), Q :=  liX p (•) Є R uxpp- .

Для знаходження відхилення

x(t) Є C[0,T], x(t) Є D2[0; T], X (t) Є L 2[A; T]
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від породжуючого розв’язку уо(£) отримуємо крайову задачу 

А (£У(£) =  В ВДжВД +  ФВД /* р  (у (5) , у (^(5) ) , у/(5) , 5) ^  1у (- ) = а  (3.43)
Jд

Відхилення
ж(£, и, V) =  Х р(£)и +  Ф(£)г> 

від породжуючого розв’язку уо(£) визначають невідомі сталі

V :=  [  Р(у(й), у(^(й)), У(й),й) де Є , и Є Кп
Уд

та матриця

Ф(*) :=  К д (() Є ППХ„[Д; Т ].

Шуканий розв’язок у(£) виродженої інтегро-диференціальної системи (3.37) 
задовольняє крайову умову (3.38) у випадку

^  +  Я и  =  0, Я :=  І Ф(-) Є КиХ9. (3.44)

Позначимо Ро Є КРр-іХ^0 матрицю, утворєну з ^0 лінійно-незалежних стов­
пців ортопроектора Рд та Рі Є К9Х̂ 1 матрицю, утворену з лінійно- 
незалежних стовпців ортопроектора Рд : ^  М(Я). Умову (3.38) задо­
вольняють вектори

и(со) =  Ро со, V(сі) =  Рі сі, со Є Г^0, сі Є Г^1, с :=  ^ Є К "0+Ш1.

Для визначення невідомих и(со) та v (c1) отримуємо рівняння

^(с) =  0; (3.45)

^ (с) :=  v (cl ) -  [  Р (У(5, С) , У(^(5) , С) , У/(5, С) , 5) ді
д

— нелінійна вектор-функція: ^ (с) : М^0+^1 ^  КРр-1. Якщо для отриманого 
рівняння (3.45) справджуються умови [88, 141], знаходимо невідомі величи­
ни и(со) та v (c1). Таким чином, доведена наступна теорема [28].
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Т еорем а 3.4.1. Припустимо, що для породжуючої крайової задачі (3.40) 
виконуються вимоги лем,и 3.4-1■ За цих умов для довільної фіксованої непе­

рервної вектор-функції^р(£) породжуюча крайова задача (3.39) мас єдиний 
розв ’язок

Уо( )̂ =  Й / (^) , ф(5) ; * Є [А; Т ^

який неперервно та однозначно продовжує початкову функцію. Шуканий 
розв ’язок

у(*) =  уо(*) +  х(*), х(*) =  X ( ф  +  Ф(*)м, и(со) =  Ро со, ^(сі) =  Рі Сі

інтегро-диференціальної крайової задачі (3.37), (3.38), не розв’язаної від-

с ,
(3.45). Припустимо, що для рівняння (3.45) виконуються наступні умови

1. Нелінійна вектор-функція ^ (с ), двічі неперервно диференційовна по с 
в області ^  С , в околі точки со має корінь с .

2. В околі нульового наближення со Є ^  С мають міСце нерівно­

сті

ШТіі <  ^і(к), ||^(£к ; с -  Ск)|| <  ^ (к )  • ||с -  Ск||.

5. Існує константа
( ^1(к)^2(к)0 :=  вир  ̂ ------- о -------

кєМ [ 2

ГоЛ за умови
Р7* =  0, ^  :=  ^ '(ск) Є ^ рр-іХЬ + ^ ),

с

Ск+1 =  Ск — ф(ск), к Є N, (3.46)

прм цьому швидкість збіжності послідовності наближень до розв’язку 
рівняння (3.45) квадратична. За умови х (А ) =  0 знайдений розв’язок 
інтегр о-диференціальної крайової задачі (3.37), (3.38), не розв’язаної від­

носно похідної, неперервно та однозначно продовжує початкову функцію.
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Теорема 3.4.1 узагальнює результати [34] на випадок диференціально- 
алгебраїчної головної частини системи інтегро-диференціальних рівнянь ти­
пу Фредгольма з виродженим ядром. Крім того, доведена теорема узагаль­
нює результати [34] на випадок нелінійної диференціально-алгебраїчної кра­
йової задачі.

П риклад  3.4.1. Умови теореми 3.4-1 справджуються у випадку періо­
дичної крайової задачі для рівняння

A (t)y '(t) =  B (t)y (t) +  C  (t)y (h(t)) + (3.47)
-2n

+ФВД /  F(y (s ) , y (h (s ) ) , y ' ( s ) , s )  ds +  f  (t),

де зокрема

A (t ) :=

cos t 
— sin t 
cos t

0 sin t
0 cos t 

cos t sin t

\ — sin t — sin t cos t /

, B (t) :=

— sin t cos t — sin t
— cos t — sin t — cos t 

sin t cos t sin t

V cos t sin t cos t

C (t) :=

0 sin t 0
sin t cos t cos t
0 sin t 0

V sin t cos t cos t

, f  (t) :=

/

0
1 — sin t cos t 

0
1 — sin t cos t

крім того,

Ф й  :=

0 0 0  
1 1 1  
0 0 0  
1 1 1

0
, M (t) := 3 cos t 

0

2 sin t 
0 
0

0 
0

2 sin t

Відхилення аргументу визначає неперервна функція

h(t) :=  t -  п : [к, 2^] ^  [0,п ]. F (y (t ) ,y' (t),t) :=  М (t) y (t) (y ( t ) ) * y (t).

Розв’язок періодичної крайової задачі для рівняння (3.47) шукатимемо не­

перервним у точці t =  п з початковою функцією

y(t) =  ^(t) :=   ̂ cos t 0 0 )  Є С : [0,п].
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Оскільки

PA*(t) =  4

11 — cos 2t 
sin 2t

sin 2t cos 2t — 1 — sin 2t
1 +  cos2t — sin2t — 1 — cos2t

cos 2t 1 sin 2t 1 cos 2t sin 2t

V — sin2t —1 — cos2t sin2t 1 +  cos2t

=  0,

/
породжуюча система для рівняння (3.47) вироджена, але матриця А(£) — 
сталого рангу. Для породжуючої системи для рівняння (3.47) виконуються 
вимоги теореми у статті [57, с. 15], причому має місце виродження першо­
го порядку: р = 1 .  Породжуюча система (3.40) для рівняння (3.47) має 
розв’язок

y(t,C3) =  X i(t) Сз +  K g (s) (t), t Є [п; 2п], c3 Є R 3,

незалежний від вектор-функції v1(t); тут

/  1 0
X i(t ) = 0 0

t
1

\ e—t — 1 e—t 1 — e—t — t )
а також

K g (s)

cos t — 1
(t) = 0

1 — e" ‘ )

— узагальнений оператор Гріна задачі Коші для породжуючої диферен­
ціально-алгебраїчної системи у разі рівняння (3.47). Умови (3.41) та (3.42) 
при цьому виконано, тому породжуюча крайова задача для рівняння (3.47) 
має єдиний розв’язок

cos t
0 , t Є [п; 2п],уо(0 =  £ [ / =

0
який неперервно та однозначно продовжує початкову функцію. Оскільки

/
Q =

0
0

0
0

—2п 
0

\

V 1 — е—2п 1 — e
R  =  (e—2п — 1)

2п є—2п — 1 +  2п У

0 0 0  
0 0 0  
1 1 1
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отримуємо матриці

/  1 / 2  - 1  ^
- 1  2 
- 1  - 1

Ро =  - 1  , Рі =

V о /

Періодичний розв’язок рівняння (3.47)

у(£) =  уо(£,сг) +  ж(£), ж(£) =  X ( ф  +  Ф(£)п, и(со) =  Ро со, и(сі) =  Рі сі,

не розв’язаного відносно похідної, визначає вектор с, який задовольняє не­
лінійне рівняння

\

ф (с) : =

/  2 С2 -  Сз
—4 Сі — С2 +  2 с3 

\ -С 2 -  Сз -  п СІ /

=  0.

0,02,

0,0000 331 388.

Для отриманого рівняння справджуються умови [88, 141], тому для знахо­
дження константи с застосовна ітераційна схема (3.46), дійсно: за умови

Со :=  - (  1,27 1,7 3 ,4 ) * ,  ||ф(со)|

на першому кроці отримуємо Р/* =  0, при цьому

/  - 1 ,  27 325 \
Сі «  - 1 ,  69 766 , ||ф(сі)|

V - 3 ,  39 533 )

На другому кроці отримуємо Р/* =  0, при цьому

/  - 1 ,  273 239 544 789 068 \
С2 «  -1 ,6 9 7  652 726 385 424 , ||Ф(с2)||«

V - 3 ,  395 305 452 770 848 )

На третьому кроці отримуємо Р/* =  0, при цьому 

І  - 1 ,  273 239 544 735 162 \

2,15 622 х 10-10

С з -1 ,  697 652 726 313 550 
V - 3 ,  395 305 452 627 100 )

, ||ф (сз)| 8, 88 178 х 10-16ОО
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Оскільки умову х (А )  =  0 не виконано, періодичний розв’язок рівняння 
(3.47) однозначно продовжує початкову функцію з розривом у точці п. В 
той же час, для отриманого рівняння (3.45) у разі рівняння (3.47) існує 
триціальний розв’язок с =  0 , при цьому періодична крайова задача для 
рівняння (3.47) має єдиний розв’язок

у (і) = і Є [п; 2п},0 

0

який неперервно продовжує початкову функцію.

Припустимо далі вектор-функцію Г (у(і) ,у(Н(і)) ,у'(і) ,  і) лінійною за 
розв’язком у(і), у(їь(і)) крайової задачі (3.37), (3.38) та його похідною у '(і), 
тому має місце розклад

Г  (Уо(і) +  х ( і ) , у (к (і)) +  х (к( і ) ) , у0о(і) +  х ' (і) , і)  =  Г  (уо ( і ) , уо(к( і ) ) , у0(і) ,і)  +

+ А 1(і)х(і) +  Л2(і)х(Н(і)) +  Аз (і)х' (і);

А 1 (і) :=

(Уо( і ) +  х ( і ) , у (к (і)) +  х ( к( і ) ) , у0(і) +  х ' (і),і)

дх( і )  У(і) =  Уо(і),
У ^ Щ  =  Уо(h(і)), 

у ( і )  =  Уо(і),

А 2 (і) : =

(уо(і) +  х ( і ) , у (к (і)) +  х ( к(і) ) , у'о(і) +  х ' (і),і)
д х ( Н(і)) у (і) =  уо (t ),

У ^ Щ  =  Уо(h(і)),

У'(і) =  У'о(і),
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Аз (£) :=

д Р  (Уо(£) +  х ( )̂ , У(^( )̂) +  х (^( )̂ ) ,У0( )̂ +  Х
д х  й  У й  =  Уо ̂

У(М ^  =  Ы В Д ), 
у С0 =  УоМ

— неперервні (д х п)-вимірні матриці. Позначимо (д х (ы0 +  ^і))-внмірну 
матрицю

ґ т
й  :=  - 1 І  [Аі(^)Хр(£) +  А2(^)Хр(^(^)) +  Аз(£)Хр(£)]Ро (£;

[  [Аі(£)Ф(£) +  А2(£)Ф (ВД) +  А з (£)Ф7(£)]Рі (И -  Рі
,/Д

та вектор
т

6 :=  [  Р Ы ^ Ы В Д ^ У о й ^  ^  Є ^ .
JA

Для знаходження вектора с для фіксованої функції ^р(£) Є Ь 2[а; 6] отриму­
ємо рівняння

й  с =  6,

у випадку Рд * =  0 розв’язне за умови

Рд * 6 =  0 (3.48)

у ви глмді
С =  д +6 +  Рдр Cp, Ср Є Мр;

г р ^ г г р

Рд : ^ 0+^) ^  N (2 )

— ортопроектор матриці 2 ; матриця Рдр Є Кпхр утворена з р лінійно- 
незалежних стовпців матрнці-ортопроектора Рд. Позначимо матриці

Р о :=  (  / „ 0 О )  Є К„»х(„»+„>>, Р і :=  (  о  /„ ,  )  Є К „іХ(„»+„>>.
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Таким чином побудований розв’язок

У(г) Є В 2[А ;т ], у (г ) Є Ь 2[А;Т]

крайової задачі (3.37), (3.38)

у(г,Ср) =  уо(г) +  W (г)ср +  V(г), г є  [А; т ], ср є

ш (г) :=  и (г)Р й„ , V(г) :=  и (г )е+ б , и (г) :=  х р( ( ) Р о р  +  Ф (г)Р  Рі.

Знайдений розв’язок крайової задачі (3.37), (3.38) неперервно продовжує 
початкову функцію за умови

Рш (А ) =  0; (3.49)

тут Рш*(Д) — матриця-ортопроектор:

Рш*(Д) : ^  М(Ш *(А)).

Таким чином побудований шуканий розв’язок крайової задачі (3.37), (3.38), 
який неперервно продовжує початкову функцію

у(г, ст) =  ш(г)Рш(Д)гС- -  ш (г )ш  + ( А ^ ( А )  +  V(г), г Є [А; Т], с,- Є Г ' ;

тут Рш(Д) — матриця-ортопроектор:

Рш(Д) : Мп ^  М (ш (А )).

Матриця Рш(Д)г Є Кпхг утворена з г лінійно-незалежних стовпців матриці- 
ортопроектора Рш(д). Позначимо матрицю Шг(г) :=  Ш (г)Рш(д)г. Таким чи­
ном, доведено наступне твердження [28].

Н асл ідок  3.4.1. Припустимо, що для породжуючої крайової задачі (3-4-0) 
виконуються вимоги наведеної вище леми. За цих умов для довільної 
фіксованої неперервної вектор-функції р̂(г) породжуюча крайова задача 
(3.39) мас єдиний розв’язок

Уо(г) =  Й / (^) , ф(5) ; а ](г), г Є [А ; Т ],
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який неперервно та однозначно продовжує початкову функцію. При цьо­

му, за умов (З.48), (3.49) для довільної фіксованої неперервної вектор- 
функції ир(і) крайова задача (3.37), (3.38) має розв’язок

у (і ,с г) =  Жг(і )сг +  С [Ф (5),ф (й); а ](і), і Є [Д; Т ], сг Є Кг,

який неперервно продовжує початкову функцію і зображується за допо­

могою узагальненого оператора Гріна крайової задачі (3.37), (3.38)

С[Ф(з) , ф (5); а ](і) :=  V (і) -  Ж (і )Ж + (Д )У (Д ), і Є [Д; Т].

Доведений наслідок узагальнює результати [34] на випадок диферен­
ціально-алгебраїчної головної частини системи інтегро-диференціальних рів­
нянь типу Фредгольма з виродженим ядром. Крім того, доведена теорема 
узагальнює результати [34] на випадок диференціально-алгебраїчної крайо­
вої задачі, яка містить інтегральну неоднорідність.

П риклад  3.4.2. Умови наслідку 3.4-1 справджуються у випадку періоди­

чної крайової задачі для рівняння

а ( і ) у/(і) =  В (і)у (і) +  С  (і)у (^ ( і ) )+  (3.50) 
п 2п

+Ф (і) /  Р (у (« ),у (^ (5 )),у /(5), 5) ^  +  / (і),
*/ п

де матриці А (і), В  (і), С  (і), Ф(і), функція ^(і), початкова функція ф(і) 
та неоднорідність / (і) наведені у прикладі 1, а лінійна функція

Р (у ( і ) ,у ( і ) , і )  :=  # (і) +  м о(і) у (і) +  М і(і) у/(і)), 

зображується наступним чином:

(  сов і \
(  0 1 М 0 0 0

£ (і) := від і , М о(і ) := 1 0 0 , М і (і ) := 1 0 0
\ сов і ) 0 0 0 и 1 ч

Оскільки Ра*(і) =  0, породжуюча система для рівняння (3.50) виро­
джена, але матриця А (і) — сталого рангу. Для породжуючої системи для 
рівняння (3.50) виконуються вимоги теореми у статті [57, с. 15], причому
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має місце виродження першого порядку: р =  1. Породжуюча система (3.40) 
для рівняння (3.50) має розв’язок

(і), і Є [п; 2п], с3 Є Ж3,y(t,C3) =  X i(t) Сз +  K g (s)

незалежний від вектор-функції vi(t). Матриця X 1(t), а також узагальнений 
оператор Гріпа задачі Коші для породжуючої диференціально-алгебраїчної 
системи у разі рівняння (3.47) наведено у прикладі 1. Умови (3.41) та (3.42) 
при цьому виконано, тому породжуюча крайова задача для рівняння (3.47) 
має єдиний розв’язок

/  cos t \

0 , t Є [п; 2п],уо(і) =  Й / М ^ М ; а](і) =
V 0 )

який неперервно та однозначно продовжує початкову функцію. Періоди­
чний розв’язок рівняння (3.47)

у(і) =  Уо(і,сг) +  х (і), х (і) =  X ( ф  +  Ф(і)п, и(со) =  Ро Со, ^(сі) =  Рі Сі,

не розв’язаного відносно похідної, визначає вектор с, який задовольняє лі­
нійне рівняння Q с =  0. Тут

!  п 2 - 1  \
Q =  - п  - 1 2  .

0 - 1  - 1

Матриці Ро, Р1 наведено у прикладі 1. У наслідок однорідності останнє 
рівняння розв’язне у вигляді І 3 \

с =  Ре , Ср, Ср Є Ж1, ^  =  п —п

V п /
— матриця, утворена з р  = 1  лінійно-незалежних стовпців ортопроектора 
Pq . О с к і л ь к и  умову (3.48) викопано, періодична крайова задача для рівня­
ння (3.50) має єдиний розв’язок

cos t

У (t) = 0 

0

, t Є [п; 2п],
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який неперервно продовжує початкову функцію

Зазначимо, що у випадку нерозв’язності інтегро-диференціальної кра­
йової задачі (3.37), (3.38) її можна регуляризовати аналогічно [53]. Зазначи­
мо також, що запропонована нами схема дослідження нелінійної інтегро- 
диференціальної крайової задачі (3.37), (3.38) може бути перенесена на 
інтегро-диференціальні крайові задачі з запізненням більш загального ви­
гляду [6, 60, 36], а також при дослідженні нелінійної інтегро-диференціальної 
крайової задачі (3.37), (3.38) з матрицею при похідній змінного рангу [61].
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Висновки до третього розділу

1) Знайдені умови розв’язності, а також конструкція розв’язків ліній­
ної нетерової крайової задачі для інтегро-диференціальної системи, не 
розв’язаної відносно похідної у критичному та некритичному випадку.

2) Знайдені умови розв’язності, а також конструкція розв’язків нелінійної 
крайової задачі для інтегро-диференціальної системи, не розв’язаної 
відносно похідної у критичному та некритичному випадку.

3) Знайдені умови розв’язності, а також конструкція розв’язків нелінійної 
інтегро-диференціальної крайової задачі з відхиленням аргументу, не 
розв’язаної відносно похідної.
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ВИСНОВКИ

1. У роботі знайдено конструктивні умови існування розв’язку нелінійної 
інтегро-диференціальної крайової задачі, не розв’язаної відносно похі­
дної. Для знаходження розв’язку нелінійної інтегро-диференціальної 
крайової задачі, не розв’язаної відносно похідної на основі модифікації 
метода Ньютопа-Капторовича побудовано ітераційну схему із квадра­
тичною збіжністю.

2. Задля обгрунтування квадратичної збіжності модифікованого методу 
Ньютона-Канторовича у випадку недовизначеної системи запропоно­
вано оригінальні умови збіжності. Отримані результати перенесено на 
нелінійні інтегро-диференціальні крайові задачі, не розв’язані відносно 
похідної, в тому числі, на інтегро-диференціальні крайові задачі з від- 
хиленнням аргументу.

3. Як приклади застосування запропонованих ітераційних схем, знайде­
ні наближення до розв’язків нелінійних інтегро-диференціальних кра­
йових задач, не розв’язаних відносно похідної. Продемонстровано, що 
точність знайдених за методом простих ітерацій наближень значно мен­
ша, ніж точність наближень, знайдених за допомогою методу Ньютона.
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